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Forord

Denne boka omhandler det mest sentrale stoffet innenfor fagomradene integrasjonsanvende! ser,
rekker, funksoner av flere variable, Laplace-transform, Fourier-rekker og Fourier-transform.
Stoffet i boka bygger hovedsaklig pa det dere laate i faget Derivasjon og differensiallikninger,
mens kapitlet om rekker bygger pafaget Diskret matematikk og lineser algebra.

Etter hvert kapittel kommer en side med oppsummerende oppgaver som inngdr i de obligatoriske
evingene. Fasitsvar til disse star bakerst i boka.

Ellerser sidetallet i boka forholdsvis lavt, min mening med dette er & fokusere pa det viktigste i
pensum og ikke pa uvesentligheter. Hvis dere synes deler av stoffet er mangelfullt behandlet kan
jeg gi réd angdende valg av tilleggditteratur.

Levanger, 31. juli 2006

Anton Bjartnes
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1 Integragonsanvendelser

| faget Derivasion og diff-likninger benyttet vi integragon til beregning av areal. Vi fant farst
et uttrykk for arealet dA av en tynn vertikal stripefer vi integrerte dette uttrykket og satte inn
integrasonsgrensene. Vi kan starte med & friske opp dette gjennom et lite eksempel:

Eksempel 1.1:

Finn arealet som avgrenses av kurvene f(X) = SINX og g(X) = COSX i farste periode (0 —27).

Lgsning: For & fa den fulle oversikten over problemet er det alltid lurt & tegne en figur:
y

L A (9 g(x)

2n

Vi skjgnner da at det er det skraverte arealet pa figuren som skal beregnes. Arealet av den
tynne vertikale stripa er dA = (SinX — cosX)dx

Sa var det integrasjonsgrensene. De to kurvene skjeerer hverandre nar SINX = COSX. Divis-

. . _ _ T bm
jonmed COSX girtanX = 1=>X = = v —
4 4

b

4 o
Daer A = I(sinx—cosx)dx = [—cosx—sinx]‘n4 =

1 4

4
(— cosS—n—sﬁn5—n)—(—cosT—c—sinTTD

4 4 4

Hvis vi bruker figuren finner vi relativt enkelt de eksakte verdiene:

A= S fa+22+3 2432 = 2./2



Vi skal pa de naameste sidene se at integrasjon ogsa kan benyttes til andre ting.

Volum av omdreiningslegemer, horisontale akser

Tautgangspunkt i et areal somi sin helhet ligger over x-aksen. Vi kan ta trekanten avgrenset
avy = 1-—x og koordinataksene som eksempel. Tenk deg na at dette areal et roteres om x-
aksen. Vi far dafram et kjegleformet romlegeme (se figur).

y
A

1

Etter som dette romlegemet er resultat av en rotagon, kaller vi det for omdreiningslegeme
(eller rotagonslegeme). Dersom vi kjenner prinsippene for vanlig arealintegragon, vil det
ikke oppfattes som salig vanskelig & finne volumet til slike romlegemer.

Vi tenker pa ngyaktig samme mate: Ferst setter vi opp et uttrykk for volumet som oppstar nar
en tynn vertikal stripei trekanten dreies rundt x-aksen. Vi far da en tynn sirkelskive, og volu-

met av denne er dV = n(l—x)zdx = n(1—2x+x2)dx

Til slutt er det bare integrere dette uttrykket frax = 0 til x = 1. Vi far da hele volumet:
1 1
1 T
= —1+=| = = =
. n[(l ! 3) O} 3

2
| formelsamlinga stér volumet av en kjegle angitt som V = T-c—rgh , der r erradiusi grunn-

V = nI(1—2x+x2)dx = n[x—x2+%xﬂ

0

flaten og h er heyden. | dettetilfelleter r = 1 og h = 1, og volumet blir selvfgigdlig g

Dahar vi beregnet volumet av en kjegle ved hjelp av integragon. Og ikke var det spesielt
vanskelig heller!

Dersom omdreiningslegemet ikke er avgrenset av rotasjonsaksen, vil det ha et hull i midten.
Paneste side er et eksempel der dette er tilfelle.



Eksempel 1.2:

Finn volumet av omdreiningslegemet som oppstar nar arealet avgrenset av kurvene Y1 = X2 og
y, = 2X /X roteres om x-aksen.
Lgsning: Det er alltid smart & starte med en liten figur:
y
o}

12+

\

Vi ser av figuren at skjeeringspunktene mellom Y, og Y, er X = 0 og X = 4 (lett & finne

ogsa ved regning). Det neste blir da & finne et uttrykk for volumet dV som oppstar nar den
tynne vertikale stripen pa figuren roterer om x-aksen. Vi far da en sirkelskive med et sveert hull
i

2 2 2 2,2 3 4
Det skraverte arealet pa figuren er TY, — Y, = TL(2xV%)" = (x)"] = m(4x"=x")

2
NB! Det kan veere fort gjort a sette arealet lik n(y2 - yl) , men dette blir forferdelig feil!

3 4
Volumet av sirkelskiva blir n& i stedet dV = m(4X™ —X )dx

4
3 4
Vi kan da finne hele volumet av omdreiningslegemet: V = TEI(4X —x)dx =
0

_ _ 10247 _ (1280— 1024) _ 256rn
—TE|:256 -——5}—n 5 ==z




Eksempel 1.3:

Finn volumet som oppstar nér arealet fra eksempel 1.1 roteres om den rette linjay = —1.

Lgsning: Vi begynner som alltid med en figur som viser problematikken:
y

L A f(x) 9(x)

Vi ser at volumet dV som framkommer nar den tynne stripa rotererom Y = —1 méabili
_ . 2 2 _

dV = n[(sinx+1)"—(cosx+ 1) ]dx =
.2 . 2

n[(snNX +2sinx+ 1) —(cosx +2cosx+ 1)]dx =
.2 2 . :

w[SiNX —cosx + 2sinXx—2cosx]dx = m(2sinX —2cosX — cos2X)dx

2 . 2
Her brukte vi den grunnleggende trigonometriske formelen COS2X = COSX — SINX med det formal

& f& enklere integrasjon.

Volumet blir n&:

b1 Sm

4 4
V = nj (2sinX — 2cosX — cos2x)dx = n[—Zcosx—Zsinx—%sianJ =

T s

: 4

n[(—ZcoséE—Zsin@—E—lsingT—c)—(—ZCOST—E—ZSinT—E—lsinT—C)J =
4 4 2 2 4 4 2 2

wl(2+42-3) - (-2-2-3)] = n- 442 = 4J2n

Nakan vi i prinsippet finne volumet av ethvert omdreiningslegeme som framkommer nar et
flatestykke roteres om en horisontal akse.



Volum av omdreiningslegemer, vertikale akser

Vi velger & benytte de samme grunnprinsippene nar rotasionsaksen er vertikal. Dette betyr at
vi fortsatt skal finne et uttrykk for volumet dV som oppstar nar en tynn vertikal stripe dreies

om rotasionsaksen. Forskjellen ligger i at dV naikke blir en sirkelskive, men derimot et syl-
inderskall.

Vi kan igjen tafor osstrekanten pa side 2. Nar den roteres om y-aksen far vi felgende figur:

y

Volumet av sylinderskallet som oppstar nar vi roterer den tynne stripa om y-aksen blir:

dV = 2nx(1—x)dx = 2n(x—x")dx (Radiusi sylinderen er x, mens hgyden er 1 —x)

Dablir volumet av hele omdreiningslegemet:

1

U I S 0 [
—27:[2 3} 27c6

V=2 L 2 _ 12 13 T
= nJ-(x—x )ax = Zn[éx —éxJ 3
0

Kanskje ikke sd merkelig at vi fikk samme svar som pa side 2?

Eksempel 1.4:

Ta utgangspunkt i samme areal som i eksempel 1.2 og finn volumet av omdreiningslegemet med y-aksen
som rotasjonsakse.

Lasning: Volumet av sylinderskallet blir i dette tilfellet

3
dV = 27x(2xJx—x*)dx = 2n(2x2—x3jdx

Da kan vi regne ut hele volumet:
4

4 5 7 7
_ 2 3|, _ o |42 14l _, |4 2 1 4 _
V = ZnI(Zx x}dx = 2n[7x 4x} = 27{7 4" -3 4} =
0 0
512 ) _ ‘(512—448) _ . 64 _ 128n
275( 7 64 = 2m —7 = 21 7 = —7



Ved nsamere ettersyn ser vi at svarene vi fikk i eksempel 1.2 og eksempel 1.4 ikke er like.
Dettetil trossfor at det var samme areal som ble rotert, riktig nok rundt to forskjellige akser.
Hvakan dette komme av?

Eksempel 1.5:

Finn volumet av omdreiningslegemet som oppstar nar arealet avgrenset av x-aksen, den rette linja

X
X = 2 og grafen til funksjonen € — 1 roterer om aksen X = 2.

Lasning: Vi starter med & tegne figur:

X

2

X
Sylinderskallet har n& volumet dV = 21(2 —X)(€" — 1)dX, slik at hele volumet blir
2

X
V = 2nj(2—x)(e —1)dx
0
Vi lgser det ubestemte integralet farst, og ma da benytte delvis integrasjon.

Formelen vi benytter til dette ser slik ut: Ig -D(h) = g-h —ID(g) -h

Vivelger g = 2—X=D(g) = -1 og D(h) = e—1=h=€—-x

Vi fér da: j(z—x)(ex—l)dx

(2—x)(ex—x)—j(—l)(ex—x)dx =

12

2ex—2x—xex+x2+ex—§x +C = (3—x)ex+%x2—2x+C

Da gjenstar bare & sette inn integrasjonsgrensene:

2
V = ZnI(Z—x)(eX—l)dx = 2n[(3—x)ex+%x2—2x} 0 =
0

2n[(e° +2—4)—3] = 2n(e° - 5)



Tyngdepunkt til plant flatestykke

Et plant flatestykke skal teoretisk sett kunne balanseres paen ndl dersom vi plasserer
ndlespissen ngyaktig i flatestykkets tyngdepunkt. K oordinatene til tyngdepunktet er (X,y) og
vi skal nalaae oss a beregne disse to koordinatene.

V.
Den greske matematikeren Pappus fant i sin tid f@lgende enkle sammenhenger: X = Zty,& og

Vv
y = —=  der A er flatestykkets areal mens V,, og V, er volumet av omdreiningslegemene
21A y X

nar flatestykket roterer om hhv. y- og x-aksen.

Dette innebagrer at dersom vi er i stand til &finne volumet av omdreiningslegemer, er vi ogsa
i stand til &finne tyngdepunktet til plane flatestykker.

Eksempel 1.6:

Beregn koordinatene til tyngdepunktet av det plane flatestykket vi regnet pa i eksempel 1.2 og eksempel
1.4.

S0n og fra eksempel 1.4 at Vy = %T_C

Lgsning: Fra eksempel 1.2 har vi at Vx =

Da mangler vi bare arealet:

4
4 g S 4
— 2, _ |oX" 1.3 42 13| _
A—j(Zxﬁ(—x)dX— 2§_SX |:5X —BX} =
0 2 0
0
128 64 _ 384-320 _ 64
5 3 15 15
128n
Da blir X = Vy __ 7 __128n 15 _ 15
2TA 64 7 128w 7
27'[:._
15
2567
__Vy 5 256 15 _
00y = 5 = = =0 = =6
2TA > 64 5 128n
ne

Nar vi har beregnet koordinatene til tyngdepunktet, ma vi alltid se pa figuren for & sjekke at
svarene ligger innenfor rimelighetens grenser.



Eksempel 1.7:

Finn tyngdepunktet til det plane flatestykket i eksempel 1.5.

Lgsning: Resultatet vi kom fram til i eksempel 1.5 er ikke til noen nytte her fordi vi da roterte om aksen
X = 2.Vima altsé starte med blanke ark, og vi begynner med & finne A:

2
2
A = j(ex—l)dx = [eX—x]‘0 = (€8=2)-1 = e°-3
0

2
S&vardet V, . Viserat dV, = n(e—1)"dx = n(eZX—ZeX+ 1)dx

2 2
Da blir V,, = rcj(ezx—ZeX+ 1)dx = n[%eZX—ZeX+xJ =
0 0
14 .2 1 14 ,2.77_ nEe-4®+7)
n[(ée —2e€ +2)—(§— ):| = n[ée —2e€ +§J = >

Ved omdreining om y-aksen blir dVy = 27tX(eX - 1)dX, og Vi blir ngdt til & ty til delvis inte-

grasjon for & lgse IX(eX —1)dx.

Vivelgerg = X=D(g) = 1 ogD(h) = €' =1=h = ' —x
Da inrJ-X(eX—l)dX = x(eX—x)—jl(eX—x)dx =

12

xex—xz—ex+%x2+c = (x—l)ex—éx +C
2 1 2
Da kan vi finne V, : V, = ZRIX(eX—l)dX = Zn[(x—l)ex——xz} =
2
0

0
on[(e®—2)—(=1)] = 2n(e’-1)

Vy _2r(ef-1) _ e2—10
2tA  one?-3) -3

Koordinatene til tyngdepunktet blir da: X = g

n(e’ — 46’ +7) . .
Vx 2 _me-4e+7) 1 _e-4e"+7

y = =
2nA on(e? = 3) 2 on(e?=3) 4 -3)




Buelengde
Integrasjon kan ogsa benyttes til & finne buelengden til en kurve. Denne formelen er veldig

enkel & utlede.

ds dy

ax

Hvisvi ser pa en svaat liten del av en kurve, er buelengden gitt av formelen

ds = JJdx? + dy2 (Pythagoras). Dette uttrykket er ikke sa greit dintegrere. Men hvisvi bade
dividerer og multipliserer med dx, far vi:

[ 4.2 2 2 2 } 2
ds:%[.dx: w.dxz 1+(g¥ . dx
'\] dx

Det er denne siste formelen vi benytter nar vi skal beregne buelengden til en kurve.

Eksempel 1.8:
3

2
Finn buelengden av grafen til funksjonen f(X) = 2X" fra origo til punktet (4, 16).

1
3.2 _ dy_
X = 3ﬁ3(d— = 9x

Legsning: Vi begynner med & derivere: E( =2

4
Daerds = A/1+9X og S = IA/1+9XdX
0

du _ 9= dx = du og far

Vi substituerer U = 1 + 9x:>& = 5
37
4 37 g
_ _rpdu 1| 2 e
S—J-A/1+9de— j vy =53 = 27(37J3—7 1)
0 1 2
1

Numerisk tilsvarer dette ca. 16,597. Vi kan sammenligne med lengden av den rette linjen mellom origo og

4, 16 somer /\/42 + 162 = 272 = 16, 492 . Vi ser da at svaret er meget sannsynlig.



Eksempel 1.9:

. : _2 1 — 1w =
Finn buelengden av funksjonen g(X) = X —élnx fraX = 1tlX = €.

Lasning: Vi deriverer fgrst og finner

@ _ oy 1 16x —1 dg)]() 256x —32x +1
dx T8x x2

Dablir 1 + (d_g);()z = 64x" + 256x"—32x" + 1 _ 256x" + 32x° + 1
64x> 64x° 6452

2
(Det eneste som skjer nar vi legger til 1, er at leddet 32X" skifter fortegn.)

2 4 2

d + +

Mendaerds = |1+ (d—g = 256X ng 1 som ikke ser helt enkelt ut & integrere.
64X

d
Men legg merke til likheten med (d_g

. 2 2 _ 4 2 . , 2 2 _ 4 2
Nar (16x" —1) = 256X —32x + 1, ma selviglgelig (16X™ +1) = 256x + 32x" + 1

e e
4 2 2
Og da gér integrasjonen som en lek: S = I 256X+ ng b 1dX = I]ﬁ);g—ﬂ'dx =
64x X
1 1
e e
1 2. 1 ( 2 313) 2 7
+ — = + = = + =] - = —-=
I(Zx 8X)dx [x 8Inx} 1 [ e 1} e 3
1

Dette tallet er ca. 6,514. For a finne ut om dette er et fornuftig svar kan vi beregne avstanden i luftlinje mel-

lom (1, 1) og (e,ez—%) .

Viférda/\/(e 1) + ez—g) A/ —2e+1+e4—?1 2+2—jr =

4 52 145
Je —4e —-2e+ o4 = 6, 495

Igjen ser vi at buelengden er litt lengre enn den korteste avstanden mellom punktene. Dette er en veldig
fin mate & kontrollere svaret pa.



Areal av omdreiningsflater

En omdreiningsflate er den flaten som oppstar nar vi roterer et linjestykke om en akse. Vi tar
horisontale akser farst, og kikker pa et tilfelle der x-aksen er rotasjonsakse:

y
A
ds

Q

a
g
| > X
I

|

Vi skal finne arealet dA av det bandet vi far nar linjestykket ds (NB: Ikke dx!) roterer om x-

aksen. Bandetsradiuser y dik at dA = 2ry - ds. Arealet av en omdreiningsflate ved om-
b

2
dreining rundt x-aksen blir dermed A = 2njy f1+(%) dx.

a

Dersom omdreiningen skjer om en vilkarlig horisontal akse y = ¢, blir arealet av omdrein-

b
2
ingsflaten A = 2nj|y—c| f1+(% dx
a

Savar det vertikale akser, vi ser farst pa omdreining rundt y-aksen:

\ids
b =~

a

y

ﬂ

Eneste forskjell er at bandets radius nablir x i stedet for y. Vi far derfor dA = 2nx - ds og

b
2
A= ZTI:IX f1+(% dx . Dersom omdreiningen skjer om en vilkarlig vertikal akse x = c,

a

b
2
blir arealet av omdreiningsflaten A = 2nj|x—c| f1+(% dx.
a

11



Eksempel 1.10:

3
Finn arealet av omdreiningsflaten som oppstar nar grafen til funksjonen f(X) =X xe [0, 1]
roteres om x-aksen.

NN df
Lasning: Vi deriverer fﬂl‘St

1
. _ 3 4
Arealet blir da: A = ZTI:IX 1+9x dx
0

Her er det pa sin plass med en substitusjon:

u=1+9x :@ = 36x =dx = du3
dx 36X
1 10
_ _ 3 du
Vifar da: A = 2njx 1+9x*dx = 2njxﬁ1 j d
0 1
10
3
T U2 T
1_8 g 2—7(1(:)@—1)
2

Pa neste side skal vi regne pa funksjonen coshx, (cosinus hyperbolicus x), som er et nytt

bekjentskap. PA mange kalkulatorer finnes det taster med bade sinhx og coshx, og disse

funkgionene har flere interessante egenskaper. Det overraskende er at sinhx og coshx er
X —X X —X

eksponentialfunksgoner, de er nemlig definert slik: coshx = = +2e 0og sinhx = £ _2e !

En kan saktens spekulere pa hvorfor de har fétt sine navn fra trigonometrien. Forklaringen
ligger nok i likhetene nér det gjelder derivasgion (og integrasjon). Vi finner greit ut at

d cosnx = sinhx og dixsinhx = coshx. | tillegg har vi at sinhO = 0 og at coshO = 1.

dx

Sadet er unektelig en del likhetstrekk mellom coshx og cosx, selv om grafene blir noksa
forskjellige!

12



Eksempel 1.11:

Finn arealet av omdreiningsflaten som oppstar nar grafen til funksjonen
g(x) = coshx X e [0, 1] roteres om aksen X = 2.

Lgsning: Vi starter med & derivere:

_ dg _ . d(;;DZ . o4
g(x) = coshx == = smhx:>(d— = sifhx = —
2 2X 2% X% ox
DablirdSZ\/1+(d—?() :\/1+§__—2i_:A/e +2+e " _
d 4 4
X —X
€ +2e = coshx

Det vi gjorde her ligner veldig pa det vi gjorde i eksempel 1.9 da vi fikk fiernet rottegnet!

N4 er det kanskje pa sin plass med en liten figur:

y

Vi ser at radius i bandet denne gangen blir 2 — X slik at integralet blir seende slik ut:
1

A = 2nj(2—x) - coshxadx
0

Delvis integrasjon er tingen her:
g =2-X=D(g) = =1 og D(h) = coshx=h = sinhx

DablirI(Z—X)- coshxdx = (2—x)sinhx—_[(—1)sinhxdx =

(2—x)sinhx + coshx + C

Da kan overflata regnes ut:
1

A= ZnI(Z—x) - coshxdx = 2r[(2—-Xx)sinhx + coshx]|(1) =

0
—1.

2n[(el —2e‘1+ ¢ +2e )—(o+ 1)} = 2n(e-1)




Oppgaver

1.9)

b)

3.9

b)

4. a)

b)

5.a)

b)

Finn volumet av omdreiningslegemet som oppstar nar arealet avgrenset av grafen til
f(X) = /X, x-aksen og den rette linjax = 2 roteresom i) x-aksen ii) y-aksen.

Finn volumet av omdreiningslegemet som oppstar nar arealet avgrenset av grafen til

g(x) = , X-aksen og denrettelinjax = 1 roteresom i) x-aksen ii) y-aksen.

1+X

Finn volumet av omdreiningslegemet som oppstar nar arealet avgrenset av grafen

til h(x) = €1, x-aksen og den rettelinjax = 1 roteresom akseny = —%.

Finn tyngdepunktet til det plane flatestykket avgrenset av grafene til funksjonene
f(x) = X 0g g(x) = 2x+ 3.

Finn tyngdepunktet til det plane flatestykket avgrenset av grafen til funksjonen
h(x) = e, begge koordinataksene og den rette linja x = In2.

Finn buelengden av funkgonen f(x) = 3x+4 frax = 0 til x = 3.

N

Inx frax = 1til x = e.

Finn buelengden av funksjonen g(x) = XE —%

Finn arealet av den omdreiningsflaten som oppstar nar grafen til funksjonen
f(x) = JX x e [1, 2] roterer om x-aksen.

En parabolantenne har fasong som den omdreiningsflaten som oppstar nar grafen
til funkgonen g(x) = X 0<x< % roteres om y-aksen. Beregn antennens

overflate.

14



2 Potensrekker

Vi starter med en liten repetion av noe av det stoffet vi var gjennom i rekkekapitlet i Diskret
matematikk og lineaa algebra.

Tallfalger
En tallfelge er en serie med tall som er adskilt med komma. En tallfaglge kan vaare helt tilfel-
dig, f. eks. {1,6,3,14,2,9...} eller den kan falge et system, f.eks. {1, % % i} Vi skal

na utel ukkende konsentrere oss om den siste typen. Tallfglger som falger et system kan alltid

beskrives ved fglgens allmenne ledd. Det allmenne leddet i feigen {a,} = {1, % %i} er

a, = %dersomvi velger startemed n = 1.

Rekker

Hvisvi bytter ut alle kommaenei en tallfglge med plusstegn, far vi en rekke. En rekke kan
0gsa beskrives ved hjelp av det allmenne leddet. En uendelig lang rekke med allment ledd

a, = %seralts%’\slikut: 1+%+%+%+%+... (forutsatt at vi begynner med n = 1). En

[

annen skriveméate for denne uendelige lange rekken er Z %

n=1

Geometriskerekker

En rekke sies & vaae geometrisk dersom den er paformen a + ak + ak?+ak® + ... Rekken

1+=+=+=+=+ ... ermedandreord ikke geometrisk, men det er derimot rekken

1+ % + i + % + % + ... Dennesisterekken har (til trossfor at den er uendelig lang) en defin-

ert sum, og vi skal na repetere hvordan vi finner summen av geometriske rekker.
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Eksempel 2.1:

1.1 1 1
Finn summen S av den uendelig lange geometriske rekka 1 + =+ =+ =+ — + .,

2 4 8 16

1
Lasning: Vi merker oss at K = = idenne rekka og setter s& opp uttrykkene for summene S og kS

2

1 1 1 1
. — TS+ =
under hverandre: S = 1 s*atst 16

S==+=+ +i+i+__,
16 32

NI
AP
I

1
2

: . . 1o _ o
Vi trekker nd den nederste rekka fra den gverste og far: S—=S = 1 — 0 (Huvis vi regner

2

med like mange ledd i begge rekkene blir det igjen et ledd i den nederste rekka, men dette led-
det vil naturligvis g& mot null nér rekka blir lang nok.)

1
Na& finner vi summen enkelt; ES =1=>S=2

| dette eksemplet savi at selv om vi summerer et uendelig antall ledd, sa trenger ikke summen
bli uendelig hay. Forklaringen er naturligvis at leddene blir uendelig smaetter hvert. Dersom
summen av en uendelig lang rekke eksisterer, sier vi at rekka konvergerer. | motsatt fall sier

vi at rekkadivergerer. Vi kan forholdsvis enkelt finne ut hvilke kriterier som mavaare oppfylt
for at en geometrisk rekke skal konvergere.

Vi tar utgangspunkt i en generell geometrisk rekke S = a+ak + ak® +ak’ + ...

Multiplikasjon med k gir: kS = ak+ak®+ak> +ak”’ + ...

_a_
1-k

Derimot far vi S—kS = a— dersom |k| > 1. Dadivergerer rekka.

Subtraherer og far: S—kS = a—0 dersom |k| < 1. Dablir S = og rekka konvergerer.

Dersomk = +1 farvienten S = a+a+a+a+a+... somopplagt divergerer, eller vi far
S=a-a+a—-a+a-a+... der summen hopper opp og ned mellom O og a. | diketil-

feller er vi ogsa nadt til & konkludere med at rekka divergerer fordi vi ikke kan si at summen
er definert. Vi kan altsa konkludere med f@lgende:

En geometrisk rekke konvergerer baredersom |k| < 1.
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Divergenstesten

Vi skal se neamere pa de to fenomenene konvergens og divergens og vi starter med en for-
holdsvis innlysende(?) setning som har fatt navnet divergenstesten:

oo

En uendeliglangrekke %" a, er nedt til adivergeredersom lim a,#0.
N — oo
n=1

Det hadde vaat veldig gunstig om det hadde eksistert en tilsvarende enkel konvergenstest: En

oo

uendelig lang rekke Z a, er nadt til & konvergere dersom lim a, = 0. Men denne setnin-

n— oo
n=1

gen stemmer dessverre ikke for alle uendelige rekker.

Vi skal i stedet laare ikke mindre enn fire konvergenstester som kan hjel pe oss & bestemme om
en uendelig lang rekke konvergerer eller divergerer. Det ma presiseres at disse konvergenstes-
tene bare kan brukestil & avgjare konvergens eller divergens. De kan ikke hjelpe oss med a

finne summen av en konvergent rekke.

Farst kan vi imidlertid se pa et eksempel der vi benytter divergenstesten:

Eksempel 2.2:

Hvilke(n) av disse uendelig lange rekkene kan vi med sikkerhet si divergerer?

oo )

1 n " n
1T 9 Zma 9SS 9T

n=1 n=0 n=1 n=2

Lgsning: Vi prgver divergenstesten pa alle fire rekkene og ser hva vi kommer ut med:

.1 . n . 1 1
lim ==20 b) lim = lim — = =
a)n—>o<>l’l )n+m2n+1 n— oo 1 2
2+ =
n
1
N <
c)Iimg_—llzo d) lim N - |jim—— =0
n—oeo N N—>ens_1 n—>oo1_l
n2

Vi kan altsd med sikkerhet si at rekke b) divergerer. Vi kan ikke trekke noen konklusjon pa de
tre andre fordi vi kan for lite enna. Men etter at vi har leert de fire konvergenstestene skal vi nok
greie & gjgre oss opp en mening om disse ogsa!
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Forholdstesten

Dette er den mest brukte av konvergenstestene. Den virker ikke alltid, men den er uunnvaalig
nar vi kommer sa langt som til potensrekker. Testen bygger paforholdet p mellom to pafal-
gende ledd langt ute i rekka. Det er starrelsen pa p som avgjer om rekka konvergerer.

p = lim
n— e

Dette sdjo greit ut. Eneste hake er at vi ikke kan trekke noen konklusjon dersom p = 1.

an 41

a,

Eksempel 2.3:

: Dersom p <1 konvergerer rekka. Dersom p > 1 divergerer rekka.

Benytt forholdstesten til & avgjare om disse rekkene konvergerer eller divergerer:

Lasning:

et o I o o\ o |2
DI W DI ]
2 3 n (2n)!
n=1 n=0 n=1 n=0
n+1
n+1 n
ayp = lim 2 = Iim|(0*+D-2] - 1':> Rekka konvergerer
Nn—oel N n— oo .2n+1 2
on
(n+1)!
n+1 n
byp = lim |3 = Jim [0+ D-3) = i L gens
n— oo n_l n— oo I’l'-3n+1 n— oo
n
;_2;n+1
n+1
op = lim N+l |- jm| (=20 |- |-2| = 2= Divergens
") | " 2)" (n+ 1)
n
[(n+ 1)1 ,
dp = lim @n+2) | _ lim [(n+ D! (2n)!] =
el (nh? ==l (2. (2n+2)!
(2n)!
2
(n+1) = i n+l = 1':> Rekka konvergerer

[ = —_— =
no=(2n+1)(2n+2) no«(2n+1)-2 4

18



I ntegraltesten

Denne konvergenstesten bygger pa at summen av en uendelig lang rekke z f(n) kan sam-
n=1

menlignes med arealet under en kontinuerlig kurve f(x) . Sefigur:

Det er dessverre ikke dik at arealet under den trappeformede rekkefunksjonen blir ngyaktig
likt arealet under den glatte kurven. Men faglgende setning (integraltesten) gjelder uansett:

[} )

Rekka Z f(n) konvergerer hvis (og bare hvis) jf(x)dx konvergerer.
n=1 1

Eksempel 2.4:

Bruk integraltesten til & avgjgre om de falgende uendelige rekkene konvergerer:

oo )

Lgsning: a) J-)—:tdx = [Inx]|‘:
1

logmedat lim INX — oo, divergerer integralet. Da divergerer ogsa rekka.
X —> oo

= 0—(-1) = 1 integralet konvergerer.

Da kan vi sla fast at rekka konvergerer (men vi kan ikke si noe om hva summen blir).
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Vi kan stoppe opp litt og tenke over de resultatene vi fant i eksemplet paforrige side.

[

| @) skulle vi avgjare om rekka Z 1_ 1+l+— 1,1

1
n 2 3 4 5

n=1

Denne rekka har til og med fétt sitt eget navn, den harmoniske rekka, men den divergerer

[}

likevel. I b) fantvi utat 3" = = 1+ 3

n:1n

greit & pugge disse to resultatene farst som sist! Det vil bli bruk for dem senere.

Eksempel 2.5:

+ =+ =+ ... konvergerer eller divergerer.

=+ —+ =+ ... konvergerer. Det kan vagelike

Avgjar om fglgende rekker konvergerer eller divergerer:

oo oo

a) z n—];),der P er en konstant. b) z n(nl_ D
n=1 n=2
oo oo _ 1 oo
o 1 Py — [X Pr .
Lgsning: a) J-Xde = J-X dx = [_p+ 1} narp=1.
1
1 1
Dersom P> 1 farvind 0 — 1 = 1 og rekka konvergerer
P Tp+rl p-1% gerer.

Dersom P < 1 f&r vi derimot oo, og rekka divergerer.

[}

. 1 .
Da vet vi at I—pdx konvergerer for P > 1 og divergerer for p< 1 (eksempel 2.4).

X
1
1 1 A. B 1
ing gir: =Dy = = _ -4 =
b) IX(X— 1)dX Delbrgksoppspalting gir: XD - x Tx-1 T
2
N 1 _ 1 1, _ o _
Far da: jx(x—l)dx = XTl—de = [In(x—l)—lnx]|2 =
2 2
x—1\7" _ 1_
[h‘l ~ J = In1—|n§ = In2. Integralet konvergerer, og rekka konvergerer!
2
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Sammenlikningstesten

Dennetesten er egentlig av det uformelle slaget, men den fungerer like brafor det. Vi skal ga
relativt direkte pa regneeksempler, men farst mavi bli enige om et par ting. Integraltesten ga

oss et par nyttige resultater som dere fikk beskjed om &leggeinni minnet. Na kan dere
plukke dem fram igjen!

) [}

Den uendelige rekka Z 8

?
n=1 n=1

8 ganger sa stor!

. N 2 . : 1 2
Pa samme vis ma Z or divergere fordi Z - divergerer. ( g < er fortsatt o !)
n=1 n=1

Eksempel 2.6:

er nadt til akonvergere fordi Z iz gjer det. Summen blir bare

Avgjgr om rekkene konvergerer ved & sammenlikne med “kjente” rekker:

oo oo )

D DD Y o

n:2n -1 n:3n -2n n=1 n

[}

Lagsning: a) Her ma vi farst innse at nevneren fort vil domineres av N -leddet slik at Z vil

2
n:2n -1

°° °° 2 °° 2
2—1~Zn_2

n=2 n=2 n=2

oppfere seg ngyaktig som Z % . Vi kan skrive dette slik: Z

Rekka vil derfor konvergere.

o o . . . 2
b) Vi tenker pa samme mate som i a). Telleren vil domineres av N -leddet og nevnerenav N -

) oo )

n+1
2

L, n _
leddet. Vi far derfor Z > Z 5 =
n=3 n=3 n=3

Rekka ma divergere.

S ik

n —2n n

c) Her trenger vi noe kunnskap om ar ctann. vi vet forhapentligvis at denne funksjonen gar

[} oo

arctann _

2

n
n=1 n=12n

T
mot = nar N blir stor. Vi kan derfor skrive
> irs i iV z

z _TI:_Z Rekka konvergerer.
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Test for alternerenderekker

| en alternerende rekke er annethvert ledd positivt og negativt. Vi kan lage en alternerende
rekke ved &ta det allmenne leddet fra en vanlig positiv rekke og multiplisere det med fak-

toren (-1)" eller (—1)n_1. Hvisvi for eksempel tar utgangspunkt i den harmoniske rekka
1 _ 1,11 . N=1l . .0
o= 1+=z+=+=+... ogmultipliserer det allmenneleddet med (-1) ~, vil vi faden

= n-1
alternerenderekka 3" ﬁ_—lnL = 1_%+%_

n=1

1
4

Det er her verdt a merke seg at en alternerende rekke helt sikkert konvergerer dersom den til-
svarende positive rekka konvergerer (absolutt konvergens). Men det kan ogsa hende at en
alternerende rekke konvergerer selv om den tilsvarende positive rekka divergerer (betinget
konvergens). Derfor er vi ngdt til & ha en egen konvergenstest for alternerende rekker.

oo

To krav ma vaare oppfylt dersom den alternerende rekka Z (—1)nan skal konvergere:

n=0

i) lima, = 0ogii)a,>a,,, foralen

n— oo
Eksempel 2.7:

Undersgk om fglgende alternerende rekker konvergerer:

3 I -1) - sinn
Ay b) > (1) -d
n=1 n=0
. 1 1
Lgsning: a) ) lim 1_ 0 i) = > for allen
n—-e N n n+l

Begge kravene er oppfylt. Rekka konvergerer.

Vi sier at rekka konvergerer betinget fordi den positive rekka divergerer.

b) i) lim sinn eksisterer ikke. Krav i) er derfor ikke oppfylt. Da er det ikke ngdvendig
n— oo

4 sjekke krav ii). Rekka divergerer.
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Potensrekker

En potensrekke er en rekke som inneholder alle mulige potenser av en ukjent variabel, som

regel x. Generelt ser en potensrekke dlik ut: a + a;x + a2x2 + a3x3 + ... Vi skjgnner at sum-
men av en dlik potensrekke (hvisrekkai det hele tatt konvergerer) ikke blir et konstant tall,
men derimot en funkson av x.

NB! Nar vi angir summen f(x) av en potensrekke, er det helt nadvendig at vi samtidig angir
hvilke x -verdier denne summen gjelder for!

Eksempel 2.8:

. 2 3 4
Gitt potensrekka 1 + X+ X"+ X" + X + ...
a) For hvilke verdier av X konvergerer rekka?
b) Hva blir summen av rekka for disse X-verdiene?

Lgsning: a) Vi ser at dette er en geometrisk rekke med K = X.Vihar tidligere konkludert med at en

geometrisk rekke konvergerer nar |k| < 1. Denne rekka konvergerer derfor nar |X| <1.

Vi kaller dette konvergensomradet for rekka. Dette er et begrep som det er sveaert viktig a
skjgnne betydningen av.

b) Vi kan ogsa her hente svaret fra side 16. Der fant vi at summen for en geometrisk rekke er

_ _a
S= -k

1
Herera = 1 og X = K slik at summen blir S = T—x (dersom |X| < 11)

Vi har nd sett at en uendelig lang potensrekke kan ha en sum, men som oftest bare for noen
verdier av x. Vi skal naprave aforklare dette ved a kikke pa grafenetil bade rekka (R(x)) og
summen (S(x) ) i et og samme koordinatsystem. Se neste side.

Nar det gjelder grafen til rekkamavi selvfelgelig kutte ned pa antall ledd, sdvi velger ata

med bare de fire farste leddene, altsd R(x) = 1+ x+ x*+x°. De stiplede vertikale linjene
angir grensene for konvergensomradet for rekka.
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y R(X)
A_ S(x)

P X

|

|

|

|

|
S(x) |

|

| !

|

I

-|1
R(X)
| AT
I Konvergénsomréde
-

Vi ser at det er veldig stor forskjell mellom R(x) og S(x) utenfor konvergensomradet. Dette

spiller ingen rolle, fordi den summen vi fant paforegdende side, S = ﬁ( , bare gjelder

innenfor konvergensomradet.

Innenfor konvergensomradet skal vi i falgeteorien ha R(x) = S(x). Her ser vi at dette ikke
stemmer helt. Den lille feilen kommer av at vi bare har tatt med de fire ferste leddene av
rekka ndr vi har beregnet verdiene for R(x) . Nar vi tar med flere ledd, vil grafen til R(x)
naame seg den andre grafen mer og mer. Ikke far vi har tatt med uendelig mange ledd, vil de
to kurvene vaae helt like (vel & merke innenfor konvergensomradet).

Eksempel 2.9:

Beregn differansen mellom kurvene pé figuren fori) X = =0, 5,i)) X = 0,5 ogii) X = 1, 5.

oo

. . . . . n
Hvor stor ville disse tre differansene blitt dersom vi hadde satt R(X) = Z X ?

n=0
Lesning: i) R(=0,5) = 0, 625 mens (-0, 5) = 0, 667 . Differansen er 0, 042
i) R(0,5) = 1, 875 mens §0,5) = 2. Differansen er 0, 125

i) R(1, 5) = 8, 125 mens (1, 5) = —2. Differansen er 10, 125

[}

Dersom vi hadde satt R(X) = Z X", ville vi fatt R(X) = $(X) innenfor konvergensom-

n=0
radet, mens R(X) ville divergert utenfor konvergensomradet. De tre differansene ville derfor
blitt: i) O i O iii) o
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Eksempel 2.10:

“ n e n
Bestem konvergensomradet til falgende potensrekker: a) Z X b) Z M
n 2“
n=1 n=1
Lgsning: Det har tidligere blitt ymtet frampa (side 18) om at forholdstesten er uunnveerlig nar det gjelder
a finne konvergensomradet for potensrekker. Vi satser derfor p& & benytte forholdstesten farst,
og sa far vi se hvordan det gar videre.

n+1
X 1
n+
ap = lim XY = jim |-0X_— | = |4
Nn— oo )(_n n_>w(n+l)Xn
n

Rekka konvergerer nér p < 1, altsd n&r =1 < X < 1. Men hvordan gar detnar X = +12
o1 o (=)
Nar X = 1 blir rekka Z =, som vi vet divergerer. N&r X = —1 far vi Z Q—L
n n

n=1 n=1

T 1 1
Testen for alternerende rekker gir da i) Iim==0 og i) F]Z n+ 1 foralle N.

n—e N
Rekka konvergerer derfor for X = —1 slik at hele konvergensomradet blir =1 < X < 1.
+1
(n+H(x=3)"
n+1 n n+1
b)p = lim 2 = lim |2 (n+11)-(><—3) - X—B‘
oo oo +
n-— n(x—3)" noel oM (x—3)" 2
on

X—3

Rekka konvergerer alts& nar <l=|x-3/<2=xe (1,5

Vi m& altsd undersgke grundigere for X = 1 og X = 5.

oo n oo
= 1 gir rekka z m_—fL = Z I’](—l)n som divergerer (divergenstesten).

X =
n=1 2 n=1
n2" -
X = 5 girrekka Z — = Z N som opplagt divergerer.
_, 2 _
n=1 n=1

Vi kan dermed konkludere med at konvergensomradet blir 1 <X <5



Taylor-rekker

Den engelske matematikeren Brook Taylor (1685-1731) publisertei 1715 en formel for rekke-
utvikling av hvilken som helst deriverbar funkgon. En dlik rekke kalles en Taylor-rekke, og
den generelle formelen for Taylor-rekka ser slik ut:

f(x) = f(a)+-—(—)(x a)+ﬂ—2(x a) +-J—2(x a) + ..., der a er en selvvalgt kon-

stant.

Det er ofte hensiktsmessig avelge a = 0. Dette spesialtilfellet kalles Maclaurin-rekka:

L0 ¥
f(x) = f(0)+—(—) S LI

Maclaurin-rekka er mest brukt, men for noen funksjoner, for eksempel f(x) = Inx (somikke
er definert for x = 0), mavi selvfalgelig bruke Taylor-rekkamed a# 0.

Eksempel 2.11:

1
1-—

Utled Maclaurin-rekka for funksjonen f(X) =

xe (-1,1)

Lgsning: Farst ma vi finne et generelt uttrykk for den N -te deriverte til f(X) . Det er faktisk enklest & se
systemet dersom en ikke rydder opp etter hver derivasjon:

f(x) = (L=x)"

F(x) = (<1) - (1=%)- (=1)

(x) = (=1)(=2) - (1=%) " - (-1)°

) = (<1)(=2)(-3) - (1-x - (-1)°

Vi ser at alle de deriverte far positivt fortegn, og kan rimelig greit gjette oss til at

n n!
fM(x) = paer f(0) = n!
+1°
(1-x)"
Da kan vi bruke formelen for Maclaurin-rekka, og far:
1! 2! 2 nl n 2 n
=1+ + =X+ .+ =X 4. = 1+X+EX . X +
f(x)y =1 llx 2| n!x o =l AEXEXTH L X L
. o . _ 1 _ 2 n .
Vi har nd vist at f(X) = Tx 1+x+Xx +...+X +... ved hjelp av formelen for

Maclaurin-rekka. Dette bekrefter det resultatet vi kom fram til i eksempel 2.8.
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Vi kunne naturligvis fortsatt med & utlede Taylor-rekkene til flere funksjoner, men det er hel-
digvis folk som har gjort dette far oss, sddakan vi i stedet bruke resultatene deres:

e Maclaurin- Konvergens-
() rekke omrade
1 2,3 n
T—x 1+xX+X +X +... = Zx Ix| <1
n=0
NN 2N+ 1
sinx x—§+§ Z (-1 ) (2n+1)| R
NN - L
COSX 1_—!+I_§+ .= Z(—l) ~(2n)! R
n=0
2 3 = N
X e — = —
E AT Y R
n=0
X X X i} n-1 X
+ ——tT =+ = -1 — <
In(1 + x) X >3 2 Z( ) o l<x<1
n=1
ano (o s O we
n=0

Legg merketil den nederste linjen! Her blir det et gjensyn med binomialkoeffisientene som vi
stiftet bekjentskap med da vi laarte om kombinatorikk!

Eksempel 2.12:

Bruk tabellen ovenfor til & finne summen av de uendelig lange rekkene

1 11 1.1, 1
4=+ +=+=+=+
a)l 57372 ...ogh) 1 Sttt
. . _ 1,1 1
Lasning: a) Vi ser av nest nederste linje i tabellen at IN(1+1) = 1 ~5 + 372 + ..
Summen er altsd 1—%+%—‘1‘:+ = In2=0, 693
b) Fierde lije gir: €7 = 1+ 1+ = + = + l+x+is ze1
) Fjerde linje gir: = o1 "3 ... som gir I =
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| eksemplet paforrige side brukte vi tabellen med Taylor-rekker til & finne summen av et par

konvergerende rekker. | de neste eksemplene skal vi bruke samme tabell til a finne Taylor-
rekker for flere funksoner.

Eksempel 2.13:

1

2
1+X

Finn Taylor-rekka for funksjonen f(X) =

2 3 n
Lgsning: | gverste linje i tabellen har vi = 1+x+X +X +... = z X IX| < 1.

2
Dersom vi erstatter X med —X , skulle vi fa det vi er ute etter. Vi tar det med teskje:

2 3
— e = 1+ (KD K = YO
1-(=x")
n=0
Resultatet blir: f(X) = L > = 1-x2+x*=x%+ I Z (_1)“.)(2”
1+X o

Konvergensomradet er fortsatt |X| <1

Eksempel 2.14:

Finn Taylor-rekka for funksjonen g(X) = arctanx

Lagsning: Et flyktig blikk i tabellen gir intet hdp om en lgsning pa dette problemet, sd her ma vi antakelig
tenke helt nytt. Stikkordet er integrasjon!

I eksempel 2.13 fant vi Taylor-rekka for f(X) = . Etter som

2
1+x

1
I 2dX = arctanx + C, kan vi faktisk finne Taylor-rekka for §(X) = arctanx ved

1+x
leddvis integrasjon av svaret fra eksempel 2.13! Vi prover:
NEINC I = Loyl
X :arctanx:j dX = X—Z+=—"+ ... = 1"
909 L+ 3757 2D ona

n=0

Strengt tatt kunne vi fatt en konstant C i tillegg, men siden arctan0 = O ser vi at rekka vi

fant ma veere den riktige. Konvergensomradet for denne rekka er fremdeles |X| <1.
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Far vi tar fatt pa neste eksempel, trenger vi litt mer teori om binomialkoffisienter. | kombina-
|

torikken laate vi formelen ([Q = m .Hervardetetkravat r og ne N fordi vi ikke

kan beregne fakultet av tall som ikke er elementi N. Hvisvi for eksempel prever medr = 8

. .@_ 8 _1.2.3.4.5.6-7-8_8-7-6 _
09”‘3’farv'( 5.3 12345123 321 %

Vi skal n endre formelen ltt ik at den blir mer anvendelig, Vi starter med (3] = 5222,

rar—1(r—2)..

- (r—nt 1).Né’1har r! for-

0g observerer at dette falger oppskriften (D =

svunnet, og dermed trenger ikke r € N lengre! Vi skal na bruke denne nye formelen og vi

3 BEE L s s

finner dafor eksempel at ( 32) = 3 = e 28" 16

Eksempel 2.15:

1
Bruk tabellen pa side 27 til & finne Taylor-rekka for f(X) = Ix| <1
N1+ X
Lagsning: Helt nederst i tabellen finner vi den riktige rekka:
(1+x%) =1+(2)x+( z)x +( z)x +... = (2)xn
1 2 3 n=o N
3
o (5 = 1 -3\ = _4_3
V|f|nnergre|tat( 2) = —2 og at( 2) = o] = > = 3

1 2

Det allmenne leddet ma vi jobbe litt mer med:

S o BT TP

1- = ...
(_2) = Al = o Det er litt
n : nt-2
irriterende med alle prikkene i telleren, men vi kan fierne dem p& denne maten:
2-4-6...2n _ (2n)! _ (2n)!

1.-3-5...(2n-1)- =
2-4-6..2n (1.2.3.n).2" n.2"

1 o

1 PRI

Vitarng: (1+X) ° = 1-L+ 32234+ = > 1n 22 = X"
2" 78" 16 7, ""'('A_Lm)
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Oppgaver

6. Antaat det forste leddet er ledd nr. 1 og finn en formel for det allmenne leddet i falgene:
a {a,} ={2,4,6,810...} b) {b,} = {26,10,14,18...}
¢ {c,} ={1,0,1,01...} d {d.,} ={1,-409-1625...}

7. Skriv fglgende rekker med summetegn:

2, .4, 6,8 1 1 1 1 1
a 1+X +X +X +X +.. b) S-S5+5-S5+5-
12 92 32 42 g2
8. Finn summen av de geometriske rekkene:
a) 4—% %—5—14+... b) 1+(1—x)+(1—x)2+(1—x)3+... O<x<?2
9. Benytt delbrgksoppspalting til & finne summen av den uendelige rekka z 22
n -1
=2
10. Avgjer om faglgende rekker konvergerer eller divergerer: "
- 3 o1 o 7n°+3 ="t
9 2% D 2 9 ¥ 3 9 2
4n°-2 Jn
n=1 n=0 n=1 n=1
— (n)? ~ 2n-7 Con(=1)"+1
9 Tom " T3 9 ¥ =5
(2n)! 4n°+8 n
=1 n=0 n=1
= " Z(2x—1)"
11. Finn konvergensomradet for falgende rekker: a) Z - b) Z L——;—L
4
n=0 n=1

12. Bruk definisionen paside 26 til & utlede Maclaurin-rekkafor f(x) = sinx.

13. Bruk tabellen paside 27 til afinne Maclaurin-rekkatil f@lgende funksjoner:

a fx) = In(1-x>) b) g(x) = x°€ o h(x) = L >
(1+Xx)

14. Finn hvilken funkgon f(x) som kan repr@enteres av falgende potensrekker, og angi sam-

n— 1 in n Xn
o b) > (-2) g
n=1 =

15.Skriv integral et Ite dt som summen av en uendelig lang rekke.

tidig konvergensomradefor rekkene: a) z (-1)

0
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3  Funkgoner av flerevariable

Noen ganger har vi bruk for mer enn en variabel for a uttrykke en funksjon. Hgyden over
havet innenfor et landomrade kan vaare et eksempel pa dette. Her vil hgyden h vaare avhengig

av posigonen (x, y) innenfor omrédet, f. eks. h(x,y) = X —y2. Temperaturen i et lukket
rom vil pdsamme méte vaae en funkgon av tre variable, f. eks. T(x,y,2) = x+y—2z.

Vi skjenner kanskje at stigningstallet til en funkgon av flere variable vil vaare avhengig av
hvilken retning vi ser. Dersom vi star i en bratt servendt skraning vil stigningstallet (den
deriverte) vage et positivt tall hvisvi ser nordover, negativt hvis vi vender oss sarover, og til-
naamet null bade i @st- og vest-retning. Det er derfor ikke tilstrekkelig & operere med bare en
derivert lenger. For a hafull oversikt over stigningstallet i alle ulike retninger, mavi innfare
begrepet retningsderivert. | dette faget skal vi imidlertid ngye oss med a se pa stigningstallet i
positiv x-retning (@st) og positiv y-retning (nord).

Partiell-deriverte

En funksion h(x, y) har to partiell-deriverte, nemlig % (stigningstallet i positiv x-retning)

og g—; (stigningstallet i positiv y-retning). Operatoren o0 uttales“del” og er ikke helt den

samme som operatoren d i for eksempel g—];
A utfgre en partiell-derivasjon er forholdsvis enkelt. N&r vi skal finne % later vi somom y

er en konstant og deriverer med hensyn pa x etter vanlige regler. g—; finnes ved & betrakte x

som en konstant.

Hvis vi for eksempel skal derivere h(x, y) = xy far vi deto partiell-deriverte til & bli hen-

holdsvis% =y ogg—; = X. Noen eksempler vil antakelig hjelpe!
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Eksempel 3.1:

Finn de partiell-deriverte av fglgende funksjoner:

af o9t
ax 9 oy
X

a f(xy) = x —3cosy b f(xy) = xy2+e§ o fixy) = 2

X=y
Lgsning: a) g—; = 2X g—; = 3siny
of _ 2 ¢ of _ e
) X y ¥ y W - 2Xy_y2
2 2
o N _yXoyoxy 1 xy—y oxy oy
0X 2 2 2
(X=y) (X=y) (X=y)

2

of _ X(X=y)=Xxy-(=1) _ x2—xy+xy __X
%y (x=y)* x=y)°  (x=y)°

Andreordens partiell-deriverte

Det er selvfalgelig fullt mulig & partiell-derivere en funksjon av to variable flere ganger. Men
vi skal davageklar over at vi f&r hele fire andrederiverte! For & holde orden i kaoset har vi

innfart egne skrivemater for alle disse andrederiverte. Nar vi deriverer f(x, y) to ganger med
hensyn pa x,, skriver vi dette som f,, . Nér vi deriverer to ganger med hensynpay fér vi f,, .
Vi kan ogsa derivere ferst med hensyn pa x og samed hensyn pay og fa f,, . Densiste

muligheten er & bytte rekkefelge pa disse derivasjonene og fa f,, .
Hvis du gnsker kan du ogsa skrive de fersteordens partiellderiverte pd samme méte, det vil s

a_f:foa_f:f
ox X gay v
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Eksempel 3.2:

Finn de andreordens partiellderiverte f,. , fxy' fyx 0g fyy av de tre funksjonene i eksempel 3.1.
Losning: a) Né&rf, = 2X og fy = 3siny, biir f,, = 2, ny =0, fyx = 0 og fyy = 3cosy
of _ . _ 2,.€ of _ . _ e
b) Herfantwa—X =f,=y+ y ogw = fy = 2xy—y2
X X X X
e _ € _ e _ e _ 2e°
Viférda: f,, = y’fxy = 2y—y2,fyX = 2y—y2 0g fyy 2X + y3
of —y*  of X
c) |eksempel 3.1 fikk vi 3% =f, = > 0950 = fy = >
X (x-y)° % (x=y)
2 3 2 2
Dablir f,, = =y~ - (-2)(x-y) -1 = —Lg,mens
(X=y)
2 2 2
£ o= =2Y(X=Y)" +Yy - 2(x=y) - (=1) - —2Y(X=Yy) =2y -
xy 4 3
(X=y) (X=y)

En naamere gransking av svarene i eksempel 3.2 viser at fXy = fyx | alletre oppgavene!

—2Xy + 2y2 — 2y2 _  —2Xy
3 B 3
(X=y) (X-y)

_ 2x(x—y)2—x2-2(x—y)-1 _ 2x(x—y)—2x2 _

S& var det neste: fyx

x—y)* (x=y)°

2x% — 2Xy — 2x° _  =2Xy

x=y)° (x-y)°

2x2

(x=y)°

Og til slutt: fyy = X2- (—2)(x—y)_3 (=1 =

Dette beror ikke patilfeldigheter, derivagonsrekkefglgen har ingen betydning. Vi kan altsa
dafast at fXy = f,., 0g datrenger vi i hvert fall ikke bry ossom mer enn tre ulike andrederiv-

yx?

erte. Det anbefales likevel aregne ut bade f,, og f,, fordi vi dahar en meget god kontroll pa

at disseer riktige, i tillegg til at vi med sikkerhet kan si at f, og fy stemmer.
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Nivakurver

Det er vanskelig & skissere en funksjon av to variablei et koordinatsystem. | safall mavi
vage svaat gode til & tegne tre-dimensjonalt. En annen mate &illustrere forlgpet til en sann
funksjon p4, er a tegne funksionens nivakurver i stedet. Hvis funksjonen angir hgyden over
havet, kan vi for eksempel tegne en nivakurve gjennom alle punkter som ligger 100 meter
over havet, en annen nivakurve gjennom alle punkter som ligger 200 meter over havet og sa
videre. Topografiske kart er som kjent framstilt pa denne méaten. Nivakurvene finnes ved a

sette f(x, y) = ¢, der ¢ er nivaet (for eksempel hgyden over havet).

Eksempel 3.3:

2 3
Funksjonen f(X, y) = X" + Y~ angir hgyden over havet i punktet (X, Y).
a) Tegn nivakurvenetil f for ¢ = 0,5 0g 10 .

b) Gitt punktene A(—2, 1) og B(0, 2) . Hvor hayt over havet ligger disse punktene?

oX

c) Beregn =— og W i punktene A og B. Stemmer resultatene med figuren i a)?

Lagsning: a)

2
b) Vi setter inn i funksjonen og finner f(—=2, 1) = (-2)" + 13 = 509

f(0,2) = 0°+22 = 8.A ligger altsa 5mM og B 8m over havet.

of _ of _ .2 of _ of _ .. of _
c)a—X = 2Xog® = 3y .Daer& = —4095/ = 3|A,mensa—x = 0 og
g—]; = 12 i B. Vi kan se at disse resultatene (i det minste fortegnene) stemmer med figuren.
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Kjerneregelen

Vi har pa de foregaende sidene laat oss a derivere en funksion av flere variable med hensyn
pahver variabel. Naskal vi komplisere bildet ytterligere ved alahver av disse variablenevage
funkgoner av en ny variabel. Dette hagres nok temmelig forvirrende ut, men vi kan ta et eksem-
pel som forhdpentligvis vil virke konkretiserende.

Hvisvi beveger ossi et landskap der hgyden over havet er gitt av h(x, y), sdkan x og y vage

funksioner av tiden t. Det vil davaare mulig & beregne hvor fort vi beveger oss oppover (%1)

ved & gaveien om de partiell-deriverte. Formelen vi benytter til dette ser slik ut:

Legg merketil at vi benytter o -operatoren bare nar vi deriverer h(x, y)! De andre funk-
sjonene er funksgoner av én variabel (ogsa h(t) ), og vi bruker derfor den aiminnelige d-en
nar vi deriverer disse. Vi ser ogsa at vi ikke kan “forkorte” dx mot dx. Vea ngye med dette!!

Eksempel 3.4:

° . 2 2
| et omréde er hgyden over havet gitt av h(X, y) = X~ + 2y —3Xy. Du beveger deg en rund-
tur i landskapet p& den méten at koordinatene dine er gitt av (X, y) = (cost, sint). Bruk

-l dh o . . . o
formelen over til a beregne — , altsa hvor fort du til enhver tid beveger deg oppover i omradet!

dt

Lgsning: Hgyden h eren funksjon av X og Y som igjen er funksjoner av t. Vi ma derfor benytte

formelen @ = oh dx + oh @ Vi starter med & partiell-derivere h(X, Y):

dt ~ ox dt oy dt

% = 2X—3Y og g—; = 4y-3X. Itillegg har vi at% = —sgint og % = cost. Dablir
dh _ . o .
at (2x—=3y) - (—sint) + (4y — 3X) - cost. For & skrive dette som en ren funksjon
av t, mé vi sette inn uttrykkene for X og Y. Vi far da:

%1 = (2cost-3sint) - (—sint) + (4sint—3cost) - cost =

—25intcost+35in2t +4sintcost—3cosZL =

23’ntcost—3(cos?t _sirft ) = sin2t—3cos2t
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Du har kanskje spekulert pa om det kan vaare mulig akomme fram til det resultatet vi fant i
eksempel 3.4 uten &gaveien om formelen vi nettopp har laat. Og det er det faktisk. Vi kan jo

rett og sett sette inn uttrykkene for x og y og derivere direkte med hensyn pa t. Vi trenger
ikke & partiell-derivere en gang!

Eksempel 3.5:

Lgs eksempel 3.4 uten bruk av partiell-derivasjon.

2 2
Lesning: Vi skriver om (X, y) = X~ + 2y —3XY til en ren funksjon av t, og far:

h(t) = cost +2sint —3costsint
Vi kan n& derivere som vi alltid har gjort:
dh

gt - 2cost - (—sint) + 4sint - cost —3(—sint - sint + cost - cost) =

—2sintcost + 4sintcost + Ssinzt —30052[ =

29’ntcost—3(cos?t _sirft ) = sin2t—3cos2t

Vi kom altsa fram til ngyaktig samme svar pa“ gammelméten”. Betyr det at den nye formelen
vi har laat egentlig er ungdvendig? Neida, ikke helt.

Det er ofte slik at det er umulig dangi en helt konkret formel for et bevegel sesmenster. Vi ma
i stedet se pa spesifiserte verdier i punkt etter punkt.

Eksempel 3.6:

Du beveger deg pa nytt i samme landskap som i eksempel 3.4, der h(X, y) = X2 + 2y2—3xy. Denne
gangen beveger du deg litt mer uregelmessig, men i det du passerer punktet (4, 3) har du en fart og ret-
ning som tilsvarer 2m/s i positiv x-retning og 0,5m/s i negativ y-retning. Hvor fort endrer h seg med tiden
t i dette gyeblikket?

dh _ oh dx oh dy

Lasning: Vi bruker samme formel som i eksempel 3.4, a = a_X a W a . Vifar da:
%‘ = (2x=3y) - 2+ (4y—3X) - (=0, 5) = 4x—6y—2y+ gx - %X—Sy
Da er det bare & sette inn de gjeldende koordinatene X = 4 og y = 3, slik at vi far
dh _ 11

G 2 4 —8-3 = —2 Dette betyr at du beveger deg nedover med en fart pa 2m/s.
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Eksempel 3.7:

3 2
Du beveger deg i et landskap der hgyden over havet er gitt av h(X, y) = X — 2xy + 3y. | det du

T
passerer punktet A( 1, —3) har du en fart pa 2m/s i en retning = radianer til hgyre for positiv x-akse.

6

a) Hvor fort endrer h seq i dette gyeblikket?

b) I hvilken retning (vinkel i forhold til x-aksen) bgr du bevege deg for a fa starst mulig stigning?

Lgsning: a) Vi starter med a finne farten i x- og y-retning: Vy = %( =2 COS% =2 —é—é = Jé

mens V,, = ay _ —2.¢nk = —2-1' =-1

y o dt 6 2 '
De partiell-deriverte blir henholdsvis: %( = 3X2 - 2y2 og g—; = —4xy+3.

oh oh
= = — i = — = — = + =

X =109y 3 girda X 3-18 15 og 3y 12+3 =15
Da kan vi sette inn i formelen @ N + oh dy noe som gir:

dt ~ ox dt 9y dt’
dh

gt - -15./3+15- (-1) = —-15(./3+1)

dx
b) Vi tenker pd samme mate som i a). Farten i x-retning blir Vy = a = VCOSQ og i y-ret-

ning Vy = %/

= VSinOL, der V er fartens tallverdi og O er vinkelen i forhold til x-aksen.

dh :
Da blir gt = —15vcoso + 15vsino . Dette uttrykket er starst nar den deriverte er lik null:

h,, = 15vsina + 15vcosa = 0= sino.+ coso. = 0= tano = -1

to

T 3n d
Vi har nd to muligheter, 0 = — og O = —— . Innsetting i —— forteller oss at vi ma bevege

4 4 dt

3n
oss i en retning som gir en vinkel pa —— til venstre for positiv x-akse for & fa starst stigning.

4

Det kan nevnes at en vektor som peker i den retningen der h(X, y) stiger raskest (i dette tilfel-

3n
let retningen ——), kalles gradienten til h(X, y) . Du kan lzere gradienten bedre & kjenne hvis

4

du velger mer matematikk senere i studiet.



Kritiske punkter

Vi har tidligere laat hvordan vi finner maksimums- og minimums-punkter til funksjoner av
én variabel: Vi deriverer funksjonen og setter den deriverte lik null. Vi skal nalaae hvordan
vi gar fram nar vi har en funkson av to variable.

o oqof
X gay
vi skal ha et maksimum eller minimum er at begge disse skal vaare lik null. Punkter der bade

%( og g—]; er null, kallesfor kritiske punkter. Et kritisk punkt er enten et ekstremal punkt (altsa

Vi vet at en funksion av to variable har to partiell-deriverte, . Det farste kravet for at

maksimum eller minimum) eller et sal punkt.

Et salpunkt er et punkt som oppleves som et maks-punkt hvis du beveger deg i x-retning og
som et min-punkt nar du beveger deg i y-retning (eller motsatt). Vi kan tenke oss en bil som
passerer et fjellpass mellom to hgye fjell. De som sitter i bilen vil oppleve fjellpasset som et
maks-punkt. Samtidig kommer en galning |gpende fra den ene fjelltoppen og tenker seg opp
paden andre. For han vil fjellpasset oppleves som et min-punkt. Med bakgrunn i dette kan vi
s at fjellpasset ma vage et salpunkt.

Eksempel 3.8:

2 2
Finn de kritiske punktene til funksjonen f(X, y) = X" =Xy~ +y

of 2 of
Lgsning: Vi begynner med & partiellderivere og far a_X = 2X —Y og W = - 2xy +1.

Begge disse uttrykkene ma veere lik null for at vi skal ha et kritisk punkt:

2x—y* = 0 2x = y°
y = = -y Hvis vi setter uttrykket for 2X fra den farste likningen
-2xy+1 =20 2xy = 1

o 2y = 3 _ _ =1
innidenandre, farviy -y = 1=y = 1=y = 1.DablirX = é,sllkatdeteneste

).

2 2
kritiske punktet til funksjonen f(X, y) = X~ =Xy~ + Y er punktet (

NI
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Andrederivert-testen

Vi skjanner at det blir mye mer omstendelig a finne maks- og min-punkter ndr vi har to vari-
ablei stedet for en. Farst mavi (som i eksempel 3.8) I@se et likningssett med to ukjente for &
finne koordinatene til de kritiske punktene. Deretter mavi gjennom en prosedyre vi kaller
andrederivert-testen for & avgjegre om hvert enkelt av de kritiske punktene er et maksimum,
minimum eller salpunkt.

Andrederivert-testen er egentlig ganske grei & gjennomfgre. Farst mavi sette opp detre

andrederiverte f,, , f,, og f,, fer vi beregner starrelsen A = f,, ) for hvert av de

f,—(f
yy ~ Vxy
kritiske punktene. Dersom A > 0 har vi et ekstremalpunkt, mens A < 0 gir et salpunkt. Hvis

vi skulle veae sduheldigeafa A = 0 kan ikke andrederivert-testen avgjere hvilken type
punkt vi har med & gjegre. Men dette inntreffer heldigvis noksa sjelden.

Eksempel 3.9:

Avgjgr om det kritiske punktet vi fant i eksempel 3.8 er et ekstremalpunkt eller et salpunkt.

. . of _ 2 of _ _ .
Lgsning: | forrige eksempel beregnetwa—X = 2x—y ogw = —2xy+ 1. Ut fra dette finner vi de

andrederiverte: f,, = 2, fyy = —2X og fxy = f,, = —2V.Daer det bare & sette inn

yX

1
koordinatene til det kritiske punktet ( l) og beregne starrelsen A :

é’
2 2
A=t fy—(f) =2 (-1)=(-2)° = -6

1
P& grunn av at A < 0 ma punktet (é’ 1) vaere et salpunkt.

Hvisvi ser litt neamere paformelen A = f,, - f,, - (fxy)2 ser vi at produktet f,, - f,, er nadt
til & vaare positivt dersom A skal bli positiv. Dette betyr igjen at f,, og foy ma ha samme for-

tegn dersom funksjonen skal ha et ekstremalpunkt. Da er det ganske enkelt a finne ut om et
ekstremal punkt er maksimums- eller minimums-punkt. Dersom fortegnet pa f,, og fyy er

positivt (blid graf) har vi et minimumspunkt. | motsatt fall har vi et maksimumspunkt.
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Eksempel 3.10:

. . . . . _ 2 2
Bestem samtlige maksimums-, minimums- og salpunkter til funksjonen f(X, y) = 3x" + 2xy—xy

of 2 of
Lgsning: Vibegynner med & finne de farstederiverte: 3% = 6X+2y—-Y og W = 2X—2Xy.De

kritiske punktene ligger der bade a_X og = er lik null. Vi ser at = er enkel & faktorisere, og

dy dy
: _ of _ _ - .
vi starter derfor i den enden: PVl 2X—2Xy = 2X(1-Y) . Dette uttrykket blir lik null nar

i) X = 0 ellerii) y = 1. Dette er altsa de to eneste stedene vi kan finne kritiske punkter. Vi

ma& na ta for oss disse to tilfellene i tur og orden, sette dem inn i likningen =— = O og se

ox

hvilke punkter vi kommer ut med.

i) Vi tar utgangspunktia—f = 6x+2y—y2 0, setter X = O og far 2y—y2 = 0.

oX
Denne likningen har lgsningene y = 0 og Yy

punkter, nemlig (0, 0) og (0, 2).

2, slik at vi allerede har funnet to kritiske

2 1
i) Visetterndy = 1 inni6X+2y—y = Qogfar6X+2—-1 =0=X = & Da
har vi koordinatene til det tredje og siste kritiske punktet, —6, 1.

For & finne ut om de kritiske punktene er ekstremalpunkter eller salpunkter ma vi utfgre andre-
derivert-testen. Vi finner ferst de andrederiverte: f,, = 6, fyy = —2X og ny =2-2y.

Vi kan na sette opp disse resultatene i en liten tabell:

fo iy fry A
(0, 0) 6 0 2 4
(0,2) 6 0 2 4
1 ) 1
—= = 2
5 63 0

1
Av verdiene for A ytterst til hgyre ser vi at (—— er det eneste ekstremalpunktet. Det posi-

67

tive fortegnet pa fXX og f,,, tilsier at det m& vaere et minimumspunkt. Vi kan na dra fglgende

yy

1
konklusjon: (0, 0) og (0, 2) er salpunkter, mens (—é, ) er et minimumspunkt.
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Eksempel 3.11:

Du skal lage en glassmonter som skal std pa et museum. Monteren skal ha form som et rett prisme (se

3
figur) og den skal ha et volum V = 320dm".

2
Glasset pa framsiden av monteren koster 300Kr/dm”, glasset i de tre andre veggene koster

200kr/dm2, mens glasset i gulv og tak koster 100kr /dm?.

a) Vis at alt glasset i monteren vil koste K(X, y) = 200xy + 160;)00 + 128000.

X

b) Finn den lavest mulige prisen pa glasset som monteren skal lages av.

Lgsning: a) | fglge figuren vil glasset i monteren koste

K(X,y,2z) = 300xz+ 2-200yz+ 2 - 100xy + 200xz = 200xy + 500xz + 400yz.

- . o _ _ Vv _320
For & finne K(X, ) serviat Z maelimineres: V = XyZ=2z = — = —— . Vifarda:
Xy Xy
K(X,y,z) = 200xy + 500X - 320 + 400y - 320 _ 200xy + 160000 + 128000 QED
Xy Xy X
b) Vi starter med & partiellderivere: a—K = 200y — 128000 og a—K = 200x — 160000.
X NG oy y2
a_K - 0= 200y_128200 — 0=y = 1280020 _ 6i20:>y2 _ 409?00
9x X 200x X X
oK _ . 160000 4 _ 4 _ 409600 _
Innsattlw = 0, far vi 200x 4—096OOX = 0= x = 200x 160000 512x
Vi fér to lgsninger: X = O (uaktuelty og X = 8. Dabliry = %) = 6i20 = 10. prisen blir da:
X 8

160000 _ 128000

K=200-8-10+ 10 3

= 16000 + 16000 + 16000 = 48000
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Minste kvadraters metode

Tenk deg at du sitter med en haug av malepunkter (en haug kan vage alt fra tre punkter og
oppover). For & behandle maleresultatene matematisk gnsker du a finne likningen for en rett

linjey = ax+ b som gar nawmest mulig de ulike punktene.

Vi kan ta et eksempel frakjemiens verden: Vi sender elektromagnetisk straling inn mot en
proteinlgsning og maler ved hjelp av et spektrofotometer hvor mye straling som absorberes
av lgsningen. Vi endrer proteinkonsentrasjonen [mg/l] og foretar en ny maling ved hver kon-
sentrasjon. Maleresultatene presenteresi et koordinatsystem og kan for eksempel bli seende
sk ut:

a(%)
A
100{-

80 -
60 -
40 -
20 -

—t—t—t—e-Amo)

|
|
5 10 15 20 25

Den rette linjasom er lagt inn skal vaare den linja som samlet sett gir minst mulig avstand fra
malepunktene. Var oppgave blir & finne ut hvordan vi kan bestemme likningen for den rette
linja matemati sk med utgangspunkt i malepunktenes koordinater.

Laosssd at disse koordinatene er (5, 24), (10, 39), (15, 57), (20, 67) og (25, 78) . Samti-
digvetvi atlinjay = ax+ b gar giennom punktene (5, 5a+ b), (10, 10a+ b),

(15, 15a + b) og savidere. Avviket (altsa den vertikale avstanden mellom punktet og den
rette linja) ved hvert malepunkt gar da fram av falgende tabell:

Punkt nr. Avvik
1 5a+b-24
2 10a+b-39
3 15a+b-57
4 20a+b-67
5 25a+b-78
Sum 75a + 5b - 265
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En skulle kanskje tro at dersom en klarte afa summen av alle disse fem avvikene

(75a+ 5b —265) minst mulig, sa hadde en funnet fram til den riktige linja. Men her er det
noe som skurrer, for dette betyr for eksempel at detolinjeney = 5x—22 eler y = 53 (flat
linje gjennom malingenes middelverdi) ma vaae helt ideelle fordi begge gir at summen av

ale avvikene blir lik null! Kan du tenke deg hvorfor vi far sd mange morsomme og gale lgs-
ninger med denne metoden?

Den riktige framgangsmaten er noe mer komplisert fordi vi i stedet for & summere avvikene
blir nedt til & summere kvadratene av hvert enkelt avvik! Vi fér dafeilfunksjonen

F(a,b) = (5a+b—24)%+ (10a+b—39)°+ (15a+b—57)> + (20a+ b—67)* + (25a + b— 78)°

Vi skjagnner at det er mye (men ikke uoverkommelig) arbeid med a finne minimumspunktet til
denne funksjonen, savi ngyer ossi stedet med et eksempel der vi har bare tre malepunkter og
litt enklere tall.

Eksempel 3.12:

Benytt minste kvadraters metode til & finne den rette linja som er slik at kvadratsummen av hvert enkelt
avvik blir minst mulig ndr du har mélepunktene (1, 2), (2, 5) og (3, 7).

Lgsning: Vi begynner med & sette opp en tabell over hvert avvik:

Punktets x-verdi  Punktets y-verdi Linjas y-verdi Awvvik
1 2 a+b a+b-2
2 5 2a+b 2a+b-5
3 7 3a+b 3a+b-7

Kvadratsummen av avvikene blir na feilfunksjonen

F(ab) = (a+b-2)*+(2a+b—5)°+(3a+b-7)°

Vi partiellderiverer uten & multiplisere ut parentesene farst:

% = 2(a+b-2)+2(2a+b-5)-2+2(3a+b-7)-3 =

2a+2b—-4+8a+4b-20+18a+6b—-42 = 28a+ 12b—-66

% = 2(a+b-2)+2(2a+b-5)+2(3a+b—7) =

2a+2b—-4+4a+2b-10+6a+2b—-14 = 12a+6b-28

28a+ 12b = 66

Vi far da likningssettet [
12a+6b = 28

:| som kan lgses pa flere mater (f. eks. Gauss).

: . _5 _ 1 . _ 5
Uansett vil svaretbli @ = = og b = _f—3 slik at likningen for linja blir y = EX—

2 3
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Vi har sett at minste kvadraters metode medfgrer mye regnearbeid nér antall punkter blir hayt.
Men vi kan unngd mye av dette arbeidet ved & benytte noen enkle formler. Vi kan utlede disse

formlene ved ata utgangspunkt i et vilkarlig antall malepunkter, (X1,¥1),(X5,¥5) . (X4.Yp) »
sette opp feilfunkgonen F(a, b), partiellderivere og sette begge de partiellderiverte lik null.

YO -FAFY STy =3xS (xy)
ogb = .
Y 0) (Y0 Y0 (Y0

Nok prat, formlene ser dlik ut: a =

Eksempel 3.13:

Bruk formlene over og se om du kommer fram til samme resultat som i eksempel 3.12.
Lesning: Punktene (1, 2), 2,5 og (3, 7) gir ZX =1+2+3 =6,
Sy =2+5+7=14,3(xy) = 2+10+21 = 33 og

Z(XZ) =1+4+9 = 14,

3-33-6-14 15 5 _14-14-6-33 _ -2
—_—— = = = - gb =z —mmm— = —

Da blir a
3.14-6° 6 2 3.14-6° 6

1
3

Ngyaktig samme resultat som i eksempel 3.12, men mye mindre arbeid!

Eksempel 3.14:

Finn likningen for den rette linja som gir minst kvadratsumavvik néar du har de fem malepunktene

(5,24), (10, 39), (15, 57), (20, 67) og (25, 78).

Lgsning: Vi finner farst de ulike summene: Zx =5+10+15+20+25 = 75,
Zy =24+39+57+67+78 = 265,
3 (xy) = 120+ 390 + 855 + 1340 + 1950 = 4655 og
Z(xz) = 25+ 100 + 225 + 400 + 625 = 1375.
5. 465575265 _ 3400 _
5.1375-75% 1250

b = 1375265754655 _ 15250 _
- 2 T 1250 12,2
5.1375-75

Dette gir & = 2, 72 og

Da blir likningen for den rette linja y = 2, 72X + 12, 2



Oppgaver
16. Finn de fersteordens partiellderiverte til funkgonene
a f(xy = 8x2y +2x—-5y+3

b) f(xy,z) = xyln(xyz)+5y2x

17. Finn de andreordens partiellderiverte f, , f,, , f,, og f,, av funksionen f(x,y) = >
X" +y

18.Skisser nivakurvenetil funksionen f(x,y) = xz—yz.
Bruk verdienec = -3, c = -1,c=1o0gc = 3.

19.Finn = df bade ved hjelp av kjerneregelen og ved a derivere direkte:

dt
a f(x,y) = xcosy X = t° y = 2

b) fxy) =&Y X = Int y =t

20.Du beveger deg i et landskap der hayden over havet er gitt av h(x,y) = s’n(xz + y2) .

| det gyeblikk du passerer punktet (O, %c) er farten din 3m/s og retningen dlik at
% = 1m/s. Hvablir gh i dette gyeblikket?

21. Bestem koordlnatenetll eventuelle maksmums-, mi nlmums- ogsalpunzkter til funksonene
a gxy) = 2¢—2xy+2y+1 b hxy) = xXy—2xy+y

22.Du skal bygge en rettvinklet kasse uten lokk (tegn figur). Kassen skal ha sidelengder x og
y og hgyde z. Selve skjelettet til kassen skal byggesav 12 tynne rar, og den totale lengden
rer som skal benyttes er 14 meter.

a) Vis a aredlet av kassgns overflate (bunn + fire vegger) kan skrives som
AXYy) = X+ 7y— 2% -2y —3xy

b) Hvordan ber sidelengdene x og y samt hgyden z velges for a overflaten A skal bli
starst mulig?

23. Du har felgende tre malepunkter: (0, 1), (1, 3) og (2, 6) . Finn den rette linja som er slik
at kvadratsummen av de enkelte avvikene blir minst mulig.
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4  Laplace-transformen

Definigion

Vi har tidligere laat om z-transformen som var et nyttig hjelpemiddel nér vi skulle finne den
ukjente sekvensen a,, i en differendlikning. Vi transformerte farst hele differendikningen

med a,,, a,_, €tc. over til z-planet, der vi kunne regne uforstyrret til vi kom framtil A(z),

som var z-transformen til a,,. Ved &inverstransformere A(z) fant vi da sekvensen a,, .

Pa samme méte kan vi s at Laplace-transformen (oppkalt etter den franske matematikeren
Pierre-Simon Laplace, 1749-1827) er svaat nyttig ved lgsning av differensiallikninger. Det vi
gjer her er atransformere diff-likningene over til s-planet. | dette planet blir for eksempel en
tidsfunkgon f(t) hetende F(s). Nér vi har regnet litt fram og tilbake i s-planet kan vi trans-
formeretilbake til tidsplanet igjen og finne lasningen til differensiallikningen.

Her er definigonslikningen for Laplace-transformen:

L{f(h)} = F(s) = [e - (e
0

Uttrykket L{f(t)} er tatt med for & presisere at dette er Laplace-transformen til f(t)

Eksempel 4.1:

Bruk definisjonslikningen til & finne Laplace-transformen av f(t) = t

Lasning: Definisjonen til Laplace-transformen er L{f(t)} = F(S) = Ie_St - f(t)dt, noe som
0

oo

—st
betyr at vi her m& lgse integralet j(e . t)dt Vi mé& da ty til delvis integrasjon med

0

g=t=D(g) = LogD(h) = € ¥ =h = —ie_St.

Da blir F(S) = I(e_St-t)dt = [—ge_St—%e_ﬂ
s

0
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Paforrige side beregnet vi Laplace-transformen av den enkle tidsfunksgionen f(t) = t. Vi kan
forestille oss at det blir en del arbeid nar vi far mer kompliserte tidsfunksioner. Men det er
selvfalgelig noen som har sittet og beregnet L aplace-transformer opp gjennom arene, savi ma
vel halov til abenytte oss av resultatene deres. Her er en tabell over de mest vanlige Laplace-
transformene:

f(t) L{f()} = F(s)
1 1
S
n!
t" n+1
S
at L
S—a
inot Q)
SN
82+(z)2
i S
COSm®
SZ+(,02

Selv om tabellen er liten, kommer vi ganske langt med bare disse fem linjene. Vi kan lage 0ss
den grunnleggende bruken av tabellen gjennom noen enkle eksempler.

Eksempel 4.2:

Finn ved hjelp av tabellen Laplace-transformen til fglgende tidsfunksjoner:

a) f(t) = t2—3t+4 b) g(t) = e_st_coszt 0) h(t) — e—3t' COSZt
2
| | _
Lesning: a) L{f(t)} = F(s) = 2—:'3_3.1_24_4,1- — %_%_I_fr - 4s §S+2
S s S ¢ § S s
b)
1 s SZ+4_S(5+3) _ —3s+4

—3t
L{e ™ —cos2t} = G(s) = —
s+3 244 (s+ 3)(52+4) (s+ 3)(52+4)

-3t —3t
c) Her er det kanskje neerliggende &troat L{e ~ - cos2t} = L{e "} - L{cos2t},

men dette blir riv ruskende galt! Husk at Laplace-transformen er definert ved et integral, og vi
vet fra fgr at integralet av et produkt ikke er produktet av de integrerte faktorene.

Vi ma bare innse at tabellen ikke kan hjelpe oss med & finne all verdens Laplace-transformer, vi
trenger noen smarte regler i tillegg!
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Multiplikasjon med e*

Tenk deg en funkgion f(t) som har Laplace-transformen L{f(t)} = F(s) = je_St -f(t)dt
0

Hvilken innflytelse far det na om vi multipliserer f(t) med faktoren 7

ViskulledafaL{e™ - f(t)} = [e™- ™ f(hdt = [ ™" f()dt = F(s-a).

0 0

Vi har dermed funnet en ny formel:
L{e™. f(t)} = F(s—a)

Multiplikason med e medferer altsi at vi m& bytte ut s med s—a i Laplace-transformen.

Eksempel 4.3:

Bruk formelen over til & finne Laplace-transformen til

a) h(t) = e, cos2t b) q(t) = e

a) Tabellen gir oss L{ cos2t} = F(s) = ZS

Lasning:
s +4

—3t
Men nar vi skal finne L{€@ ~ - COS2t} bruker vi bare den nye formelen var med a = —3:

L{e_3t- cos2t} = H(s) = F(s+3) = S+23 == S+3
(s+3)"+4 s +6s+13

|
b) Fra tabellen finner vi L{ts} = F(s) = % = -62
S S
- 3t _ _ _ 6
Men ndblir L{t7e '} = Q(s) = F(s+1) = 2
(s+1)

Vi kan ut fra dette si at en multiplikasjon med faktoren it dsplanet gir en forskyvning pa

a enheter langs s-aksen nér vi kommer til s-planet.
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Multiplikason med t"

Denne regelen er litt verre A utlede, sa vi dropper det og gar rett pa formelen:

n
n dF
ds”

L{t"-f()} = (-1)

Eksempel 4.4:

Bruk formelen over til & finne Laplace-transformen til fglgende tidsfunksjoner:

a) p(t) = tsin3t b) q(t) = e

Lesning: a) Visetter f(t) = siN3t og finner F(S) fra tabellen:

. _ _ 3 _ 2 -1
L{sn3t} = F(s) = > =3-(s+9)
s +9
Daerg—F = 3.(<1)(2+9) .25 = —2‘6—52
S (S +9)
Da kan vi benytte formelen over og finner
dF 6s
Lit-f()} = P(8) = (1) o2 = —>—
(s +9)
— ot o —t, _ _ 1 -1
b) Herer f(t) = € ogvifinnerdaL{e '} = F(s) = —— = (s+1)
s+1
d d2
pabir O = (—1)- s+ 1) 2. 9F = L1y (=2) - s+ 12 = 2(s+ 1) og
ds ds2
d3F 6
_3:2.(_3).(S+1)_4: — 7
ds (s+1)

Da er det bare & sette inn i formelen over:

3
3 dF d
.3

_nw

|

6
3

L{t®f()} = Q) = (1) -
ds ds (s+1)

Svaret ble heldigvis det samme som i eksempel 4.3b), men det ma vel tilstas at den metoden vi
brukte da var noe enklere enn denne.



Enhetsfunkg onen u(t)

Denne funksgonen er kjent under flere ulike navn, (Heaviside-funkgjonen, Enhetstrappefunk-
sionen), og flere ulike skrivemater (H(t), U(t)).

Definisjonen er forholdsvis enkel:

0 fort<O
uct) =
1 fort>0

Problemet er at u(t) sielden framstar i rendyrket form. Nar u(t) benyttes er det som oftest i
forbindelse med en tidsforsinkelse. Dersom vi tidsforsinker u(t) med t (for eksempel ©

o . 0 fort<t .
sekunder), far vi: u(t—1) = Vi madaforutsetteat T >0
1 fort>1
Eksempel 4.5:
Finn Laplace-transformen til a) u(t) b) U(t—1) ot-ut-2)

Lgsning: Vi finner ikke noe om U(t) itabellen p& side 47, s& her blir vi ngdt til & bruke definisjonen:

[}

Laplace-transformen er uavhengig av hva som skjer fer t = O, slikat L{u(t)} = L{1}.

a) L{u(t)} = ]oe_St- u(t)dt = ]oe_Stdt = [—ie‘ﬂ
0 0

[}

b) L{u(t—1)} = Ie_Stdt = [—ie_sj ) = 0_(_1—e—rs) _ e;TS

T

T

Siden U(t —T) = O for t < T blir nedre grense for integralet lik T .

o L{t-u(t-2)} = I(e‘St-t)dt - [_ée—st_%e_ﬂ _
2 S 5
(0—0)—(—ge_25—-1—e_25) = (g+-1-)e_25 _ 2s+1 s
S Sz S 52 —32

Her brukte vi blant annet resultatet fra integrasjonen i eksempel 4.1 for a finne svaret.
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Delt funkg onsfor skrift

Nar vi far flere enhetsfunksjoner i en og samme funksjon er det som oftest mest oversiktlig a
skrive funksjonen pa den maten som kalles delt funksjonsforskrift. Dette innebaaer at vi
skriver funksjonen paflerelinjer, en linje for hvert tidsintervall. Pa denne maten vil for

0 O<t<?2
eksempel funkgonen f(t) = t- u(t—2) kunne skrivesdlik: f(t) = { ) t<>;

Har vi for eksempel g(t) = u(t) + 2u(t—1) blirdette 1 fort<1,men1+2 = 3 fort>1.

1 t<1

Vi kan altsa skrive g(t) = {
3 t>1

Eksempel 4.6:
a) skriv f(t) = u(t) — COS% : u(t —ch) + C0S2t - U(t — 1) pa delt funksjonsforskrift.
L O<t<1
b) Skriv funksjonen g(t) =31-t ved hjelp av enhetsfunksjoner.
t+1 t>1
Lesning: a) For 0<t<g erf(t) = 1,for Tct<mer f(t) = 1- cost = sint , og for
t>merf(t) = st +cos2t = sirft +coft —srt = cot
T
1 O<t<z
2
Dermed blir f(t) = sirt Tcten
5<
COSZ[ t>n

1
b) Her m& vi selvfglgelig starte med —— - U(t) . S& m& vi legge til noe fraogmed t = 1

1-t
slik at summen blir t + 1. Det vi legger til m& da veere

1 _t-ti+1-t-1_ -t t?

+ —_ = =
t+1 1-t 1-t 1-t t-1

2
Dermed blir g(t) = I—l——t ~u(t) + 'E—t——i -u(t—1)

51



Tidsforsinkelse

Vi skal na selitt naamere pa begrepet tidsforsinkelse. Med tidsforsinkel se mener vi at forlg-
pet forskyves mot hayre. Det er forhdpentligvis greit & skjanne at funksjonen u(t—2) er en
tidsforsinket utgave av u(t) . Litt verre blir det nér enhetsfunksjonene multipliseres med
andre funksgjoner. Hvordan ser for eksempel t- u(t—2) uti forhold til t - u(t)?

tu(t) tu(t-2) (t-2)u(t-2)

N_.__ J—

Disse figurene gir svaret. Funkgonen t - u(t—2) (i midten) felger kurventil t - u(t), men
starter i punktet (2, 2) . Det er altsaikke dette vi forbinder med tidsforsinkelse. Dersom vi vil
gi funksionen t - u(t) entidsforsinkelse pa 2, mavi bytte ut alle t-er med t — 2. Vi fér da
funkgonen (t—2) - u(t—2) som er skissert til hgyre.

Eksempel 4.7:

Gi fglgende tidsfunksjoner tidsforsinkelsen T som angitt:

) f() = (P=3t+2) - u(t) =3

b) g(t) = (cos2t—sint) - u(t) T=T

Lesning: a) Vi bytter ut alle t-er med t — 3 og far:
f(t—3) = [(t-3)°=3(t-3)+2] - u(t-3) =
[tP—6t+9—3t+9+2]-u(t=3) = (=9t +20) - u(t—3)

b) Hermavibytte ut t med t — 7t :

g(t—m) = [cos2(t—n) —sin(t—n)] - u(t—m) =

[cos(2t—2m) —sin(t—m)] - u(t—m) = (cos2t + sint) - u(t—m)

Her brukte vi vart kjennskap til de periodiske forlgpene til sinus og cosinus. Alternativt kunne vi
brukt de trigonometriske formlene SIN(U£V) = SINUCOSV £ COSUSINV og
cos(u£v) = cosucosvF sinusinv.
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Du har kanskje registrert at enhetsfunksjonen u(t) ikke har noen innvirkning pa L aplace-
transformen. Det spiller derfor ingen rolle om vi skriver sint - u(t) eller bare sint. Den enk-

leste skrivematen er vanligvis helt OK, meni oppgaver der tidsforsinkelseinngdr bar u(t) tas
med. Grunnen til dette er at det er lett & glemme enhetsfunksjonen nar vi legger paen tidsfor-
sinkelse. Det er stor forskjell pa sin(t—m=) - u(t —m) og bare sin(t—m)!

Eksempel 4.8:

Finn Laplace-transformen til funksjonene f(t) = t- u(t) og g(t) = (t—2)- u(t—2), someren

tidsforsinket utgave av f(t) .

Lesning: Vi finner fra tabellen pd side 47 at F(S) = L{f(t)} = L{t-u(t)} = L{t} = '];2
S

Nar det gjelder G(S) = L{(t—2) - u(t—2)} blirvi ngdt til & bruke definisjonen:

G(s) = je‘St-g(t)dt = je‘St-(t—Z)dt
0 2

Praver delvis integrasjon: § = t—2=D(g) = 1 og D(h) = el =h = —ie_St

N& blir je_St S(t=2)dt = — t_—sge_St _ I(—ie‘St) dt = — t_—sge_St - -1—2e_St +C
s

Da er det bare & sette inn grensene:

[} oo

Ie_St S(t=2)dt = [— L=Zgst_ le_ﬂ
S &

- (0—0)—(0—;12625) - es—

2 2

| dette eksemplet fant vi farst Laplace-transformen av f(t) - u(t) og deretter av den tidsfor-

sinkete funkgonen g(t) = f(t—2) - u(t —2) . Resultatene ble henholdsvis F(s) = lz og
S

—2S
G(s) = e_z = g%, F(s). Pabakgrunn av dette kan vi driste osstil aframsette en generell
S

formel som kan benyttes ndr vi skal finne L aplace-transformen av tidsforsinkete funksjoner.
Vi kaller tidsforsinkelsen for © og far:

L{f(t—1) - u(t-1)} = € ©- F(s)
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Eksempel 4.9:

Benytt formelen L{f(t—1) - u(t—1)} = e . F () til & finne Laplace-transformen til

a) r(t) = (t2+2t—3)-u(t—1) b) S(t) = tant- s’n2t-u(t—§)

Losning: a)ViseratT = 1 ogf(t—1) = '[2 + 2t — 3. Men hvordan finner vi da f(t) ?

Det er ikke sa veldig vanskelig. Vi ma bare ga motsatt vei av det vi gjorde da vi tidsforsinket
funksjonene i eksempel 4.7. Ved & bytte ut t-eni f(t —1) med t + 1 kommer vi selvfalgelig

direkte til f(t)!

Vi far altsa:

f(t+1-1) = (t+1)°+2(t+1)—3 = P+ 2t +1+2t+2-3 = t* + 4t

2 4 _4s+2
Da blirF(S) = St3 = 53 (fratabell), og svaret blir da:
S S S

—S
pabir R(S) = L{(t?+2t~3)- u(t—1)} = U2
S

b) Vi kan farst undersgke om uttrykket tant - Sin2t kan forenkles:

tant - sin2t = snt. 2sintcost = Zsinzt
cost

2
Herer T = gog f(t—g’) = 28t . Dafarvi f(t+g_§> = Zsin(t+g) .

. Y
Da ma vi bare finne ut hva sm(t + E) er for noe:

s’n(t+7—25) = sintcosg+costsin7§t = cost

Daeraltsa f(t) = 2COSZ[ = 1+ cos2t (denne siste omskrivingen er ngdvendig for & f&
en enkel Laplace-transform).

2 2 2
Dermed far vi: F(S) = 1'+ 23 - S +24+S — 232+4
S+4  s(s+4) s(s +4)

_ns
_ (252+4)-e 2
q§+®

Konklusjonen m da bli at (S) = L{ tant - sin2t - u(t —g)}
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Invers Laplace-transform

Nar vi benytter Laplace-transformen (for eksempel til Igsning av diff-likninger) mavi kunne
transformere begge veier. Vi har nylig laat en del regler for transformering fratidsplanet til s-
planet, og na skal vi se hvordan vi kan ga den andre veien.

Vi skal altsalege ossafinne f(t) = L_l{F(s)} ,der L™ er deninverse L apl ace-operatoren.
Vi skal ikke bruke noen definisjonslikning til dette. Vi tar i stedet utgangspunkt i tabellen pa
side 47 og lager oss en ny tabell skreddersydd for invers Laplace-transform:

F(s) f(ty = L™HF(s)}
1' 1
S
1 tn—l
s (n—=1)!
1 at
s—a €
1 1sin t
- ()]
52 + (02 ®
2 t
COS®
82 + (02

Eksempel 4.10:

Bruk tabellen over til & finne den inverse Laplace-transformen av falgende funksjoner av S:

- 12 _ 2 _ _6
a) F(s) = 5 b) G(s) = s+ 2 c) H(s) = 249
4 4
Lesning: a) Den nest gverste linjen i tabellen gir f(t) = L_l{F(S)} = 12-% = % = %t4

b) Den tredje linjen gir g(t) = L_l{G(S)} =5.¢"°

c) Siden det ikke forekommer noen S i telleren ma det veere nest nederste linje som skal be-

nyttes her. Vi far da: h(t) = L_l{H(S)} =6- %s’nBt = 2sn3t
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For agreie afinne den inverse Laplace-transformen til litt mer innflgkte funksoner av s, ma
vi hanoen generelle formler i tillegg til tabellen paforrige side. Hvis vi tar utgangspunkt i

formelen pa side 48: L{e™ f(t)} = F(s—a), kan vi enkelt skrive om dennetil agjeldefor
invers Laplace-transform. Den blir da seende dlik ut:

LM Fs—a)} = ™ f(1)

Eksempel 4.11:

Bruk formelen over til & finne den inverse Laplace-transformen til

14 2s—-5

a) G(s) = 3 b) H(s) = =
(s+1) S +4s+20

-1 at
Lesning: a) Nar vi skal benytte formelen L “{F(s—a)} = € - f(t) ma vita utgangspunkti at

a = -1 ogdablir F(s+1) = 5 slikat F(s) = 1—;1
(s+1) s
t° 2
Vi invers-transformerer F(S) og finner f(t) = 14 - 5 = 7t

Formelen gir oss da at g(t) = L_l{G(S)} = ' 7% = TP

b) Denne oppgaven er litt mer uoversiktlig, men vi er ngdt til & starte med nevneren. Den kan
ikke faktoriseres, men vi kan skrive den som summen av et kvadrat og et tall. Vi far da

_ 2s—-5 _ 2s—5
H(s) = > = >
S +4s+20 (s+2)"+16

,0g vibegynnerdaneata = —2.

For & greie & invers-transformere dette uttrykket m& vi kunne skrive det som F(S+ 2) . Vvima

derfor ordne oss slik at ogsa telleren inneholder S + 2 Vitaler ikke en eneste “normal” S som
slenger omkring!

Vifhrda: H(s) = —23=2  _ 28%2)=9 _ pigy0

(s+2)°+16  (s+2)°+16

23—9: 2s B 9
32+16 sz+16 sz+16

Da har vi naturligvis at F(S) =

isi n4t = 2cos4t —gsin4t , og vi far da:

—2t

h(t) = L_l{H(s)} = e_Zt-(Zcos4t—%s!n4t) = eT(Bcos4t—99!n4t)

Invers-transform gir f(t) = 2cos4t—9 -
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Nar en Laplace-transform inneholder en eller flere faktorer av typen e ' har vi selvfgl gelig
med tidsforsinkelse & gjere. Vi kan da enkelt snu om formelen paside 53 til agjelde invers

Laplace-transform. Vi far da
Lhe ™. F(s)} = f(t—1) - u(t=1)

Eksempel 4.12:

Bruk formelen over til & invers-transformere falgende funksjoner av S:

e—23 Zse—ns
a) G(s) = — b) H(S) = — ==
S (s+1)(s +1)

Lesning: a) Nar vi sammenligner med formelen som skal benyttes, serviat T = 2 og at F(S) =

Da finner vi lett at f(t) = t slik at L_l{G(S)} =g(t) = (t—-2)-u(t-2)

b) Her blir vi nadt til & foreta en delbraksoppspalting far vi kan komme i gang. Vi holder faktoren

2s

e "> utenfor og delbraksoppspalter bare F(S) = — -
(s+1)(s +1)

Vi kan bruke kjappmetoden pa fgrstegradsleddet, og far da:

F(s) = 252 _ A +B§+C: -1 +B§+C:
(s+1)(s°+1) St1 £41 s+l £y

—-s —-1+Bs +Bs+Cs+C . _
> . Likningssettet blirslik: | B+ C = 2 :>[
(s+t1)(s +1) —1+C =0
Da har vi funnet utat F(S) = 2s = -1 + 35 L , Noe som gir

(s+1)(f+1) S*t1 41

—t .
f(t) = —e + cost + sint
Da er det bare & innfgre tidsforsinkelsen:

f(t—n) = —€"" ™+ cos(t—m) + sin(t—n) = —e "™ _ cost — sint

svaret blirda: L {H(s)} = h(t) = (=& ""™ —cost—sint) - u(t—x) =

—6 "™ 4+ cost + sint) - u(t—m)

Ol

57



Differensiallikninger

Vi skal til slutt i dette kapitlet kikke pa et viktig anvendel sesomrade for L aplace-transformen,
nemlig lasning av differensiallikninger. Det viser seg at Laplace er meget godt egnet for dette
formalet, spesielt om vi har gitt konkrete startbetingelser (x(0) og eventuelt x’(0)).

Grunnen til akkurat dette skjgnner vi ndr vi tar en titt paformlene for Laplace-transformen til
de deriverte av en tidsfunksjon x(t) . Utgangspunktet vart her er at L{x(t)} = X(s). Vi far
dafelgende formler for Laplace-transformen til de deriverte av x(t):

L{X'(t)} = sX(s)—x(0)

L{xX"(1)} = $°X(s) —s- x(0) =X(0)

Hvis en har bruk for L{x’”(t)} osv er det bare a bygge videre pa disse formlene.

Eksempel 4.13:

Benytt Laplace-transformen til & Igse den farsteordens differensiallikningen

dx —t
—+2x = e x(0) = 3
dt
Lgsning: Starter med & Laplace-transformere hele differensiallikningen og ma da benytte formelen for
1
L{X'(t)} padetforste leddet: SX(S) —3 + 2X(S) = st 1

N4 gjelder det & finne et uttrykk for X(S):

1 +3s+3 _ 3s+4
s+1 s+1 s+1

sX(S) + 2X(s) = §T11+3:>(S+ 2)X(s) =

Da blir X(S) = —§§—L som kan delbrgksoppspaltes ved hjelp av kjappmetoden:
(s+1)(s+2) ppsp Jelp Jjapp :
1 2 —t 2t
Vifarda: X(S) = ——+——==X(t) = e +2e
(8) = sr1ts:2=XO

Det er ganske enkelt & sjekke at dette svaret er riktig ved & sette prave pa likningen.

Dersom ingen startbetingel ser er gitt, kan en for eksempel sette x(0) = a og regne videre ut

fradet. | eksemplet over vil en dakomme ut med fglgende svar: x(t) = e+ (a— 1)e_2t.

Lasning av tilsvarende lineaare diff-likning uten bruk av Laplace vil gi x(t) = e+ Ce_2t,

som i praksis er det samme.
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Eksempel 4.14:

Bruk Laplace til & lgse den andreordens differensiallikningen

Lasning:

2
d_;‘+29‘+5x:1 x(0) = 0 x'(0) = 1

Vi starter med a Laplace-transformere hele differensial-likningen:

SZX(S)—S- 0—-1+2(sX(s)—0) +5X(s) = i

Vi rydder opp og far: SZX(S) + 2sX(S) + 5X(s) = i+ 1=

(+25+5)-X(9) = Lo X(9) = — 21—
S s(s” +2s+5)

s+1 _ A Bs+C

Her ma det delbrgksoppspaltes. ——— = — + >
s(s“+2s+5) S s°+2s+5

Vi benytter kjappmetoden for & finne A og finnerda A = =.

gl

1 12 2 2
Bs+C 55 +53+1+Bs +Cs

5
Det blir litt tyngre a finne de to siste: — + =

+2s5+5 s(52+23+5)
1 .
4+ -
c B=0 B:—%
Likningene blir n& slik: §+C _ = .- 3
-5
L 1=1 |
Vi har na at
1 1 .3 1
s+1 5 555 5 1  s-3
X = e T Tagere 5 5 rriia
S(s"+2s+5) S §°+2s+5 S 2 (s+1)°+4

n o

_1. ' [ s+1 _ 4 }
5 Ls+1)’+a (s+1)°+4
Invers Laplace gir na:

X(t) = %—% _t(COSZt—ZSiI’IZt) =

1-— e_t( cos2t —2sin2t)
5
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Eksempel 4.15:

5sint O<t<m

0 t>n

Les differensiallikningen %(+ 2x = g(t) X(0) = 0,narg(t) = {

Lgsning: Likningen ma Laplace-transformeres, og da ma vi farst og fremst finne Laplace-transformen til
g(t) . Vi starter med & skrive om g(t) ved hjelp av enhetsfunksjoner:

g(t) = 5s9nt- u(t)—5sint- u(t—m)

Det forste leddet er enkelt a transformere. Det andre trenger litt omskriving farst. Her er

T = T slkat—=5sint = f(t—m).Daer

f(t) = ft+n—mn) = -5sin(t+ ) = —5(sintcosn + costsint) = 5sint

vifarda g(t) = 5sint- u(t) +5sin(t—m) - u(t—m), og Laplace-transformen blir da

5 _ 5 5+5¢ "
L{g)} = 55—+ 5 = ==
s +1 s +1 s +1

Da kan vi prgve a lgse diff-likningen pa “vanlig” mate:

—TS —TS
SX(s) + 2X(s) = 5+2i = X(s) = %
s +1 (s+2)(s" +1)
: 5 _ A /Bs+C _ 1 Bs+C _
Delbrgksoppspalting: = + + =

(s+2)(s°+1) S*t2 £4+1 S*t2 £y

s> +1+Bs’+2Bs+Cs+2C
(s+2)(s2+1)

1+B =0 B =1
Likningene blir: | 2B+ C = 0| = B J
c=2

1+2C =5

—TtS —TtS
1 +—s+2+ e +(—s+2)e

S+2 P4 SH2 F+1

x(t) = € '~ cost + 2sint + [ 2™ ™

Viharn& at X(S) = . Da blir

—cos(t—m) +2sin(t—m)] - u(t—m) =

2

e 2'_cost + 2sint + [e 27

+ cost—2sint] - u(t—m)

e 2'_ cost + 2sint O<t<nm

2t _-2(t—
e g 2(t-m

Eller som delt funksjonsforskrift: X(t) = {
+

tzn
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Oppgaver

24,

25.

26.

Finn Laplace-transformen til felgende tidsfunksoner:

1-2e2

a) x(t) b) x(t) = 3cos2t—2sin2t ¢) x(t) = e ?sin3t

d) x(t) e ' cos2t €) X(t) = tsin3t f) x(t) = t?sint

0 x(t) = te"ut=1)  h)xt) = (t-Z+ cost) - u(t-Z]

Finn den inverse Laplace-transformen til falgende funksoner av s:

_3 _ 3 _2s-1
_ S _ 1
d) X(s) = - > e) X(s) = 3
(s—1)(s"+1) (s—-1)
_ 2s+1 g _ se ®
f) X(s) = 3—2_23+2 g) X(s) = s+3 h) X(s) = (—s+ 1)(s+2)

Los differensiallikningene ved hjelp av Laplace:

I
=

QX" +3xX'+2x =0 x(0) =0 x'(0)

b) X”+2x +5x = 0 x(0) = 3 xX'(0)

1
|
w

oxX"+x =3 x(0) =0 x'(0) =1
dx -x=€e' x0) =0 x(0) =1

” _ )1 O<t<1 X(0) =0
&) X"+ x = 1 f(t)_{ 0 t>1 X'(0) = 0
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5 Fourier-rekker

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) gikk i skolei Parisog ble her laat opp av Laplace
og andre framstéende franske matematikere. Hans viktigste bidrag til dagens matematikk er
teorien om Fourier-rekkene som ble publisert i 1822.

Fourier fant ut at enhver periodisk funkgon kan skrives som summen av et konstantledd og
en uendelig lang rekke av sinus- og cosinus-funksjoner med ulik amplitude og frekvens. Bade
Fourier-rekkene og Fourier-transformen (som blir behandlet i neste kapittel) er svaat mye
brukt i forbindelse med signalbehandling.

Definigon

Vi tar utgangspunkt i en tidsfunksjon f(t) som har periodetida T. Denne funksjonen kan i
falge Fourier skrives som

[}

f(t) = ag+ Z (a,cosnmt + b, sinnot) der o = 2%5

n=1

Formlene for beregning av Fourier-koeffisientene a;, a,, og b, ser ik ut:
to+T to+T to+T
ag = % j f(t)dt a, = % j f(t) - cos(nwt)dt b, = % j f(t) - sin(not)dt

to to to

Integrasjonsomradet fra t, til t,+ T forteller ossat vi skal integrere over ngyaktig en periode

av f(t) . Hvor vi starter og slutter er fullstendig opp til oss selv, fordi verdien av integralet blir
uavhengig av t,!

Hvisvi kikker litt naarmere pé definisjonen av Fourier-koeffisienten a, ser vi at denne rett og
slett er middelverdien til f(t) . Dette er forsavidt ikke urimelig fordi

f(t) = ap+ Z (a,cosnot + b, sinnwt) , og middelverdien til alle cosinus- og sinus-ledd er
n=1
som kjent lik O.

Paneste side skal vi preve & beregne alle Fourier-koeffisientene og utlede Fourier-rekkatil en
enkel periodisk funkgion f(t) . Det er vanlig & oppgi funksjonsforlgpet over en hel periode
[to.to + T1 og etterpafoyetil f(t+T) = f(t) som spesifiserer at periodetidaer T.
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Eksempel 5.1:

1 O<t<2
Finn Fourier-rekka til den periodiske funksjonen f(t) = ft+4) = f(1)
0 2<t<4

Legsning: Vi starter med a tegne opp funksjonen sa vi ser hva det er snakk om:

f(t)
A
1
1
-4 -2 2 4 6 8
. _2n _®m _ N o _1
Vifinner farst ® = TI_— = E,og ut fra grafen gjetter vi at middelverdien ma veere dg = 5
S&var det @, . Vi velger t; = 0 og far:
T 2 4
_2 _ nng (nng _
= ij(t)- cos(not)dt = jcos( dt+j0 cos dt| =
0 0 2
17 2 0 _ s in0
—[——s’n(n—n—ﬂ = SN sigen sinnm = 0, biir a, = 0.
2lnn 2 0 nm
T 2 2
_ 80) g = 172 oo 021)
b, ij(t) sin(nmt)dt = ZI ( dt 2[ nncos > JO
0 0

—(cos(nmt) —cosO) _ 1—cos(nm)
nm nrw
under arbeidet med Fourier-rekker. Siden coOSt = —1, cos2n = 1, cos3n = -1,

. Uttrykket COS(NTT) kommer til & g igjen mye

n
osv. kan vi gjette oss til at COS(NT) = (—1) . Det er like greit & leere seg dette med en
n

1-(-1
gang!! Na blir b, = JnTE_L .

Her er det fornuftig & skille mellom partall og oddetall. Vi ser at bn = 0 nar N er partall og at

n = H;', nar N er oddetall. Fordi alle oddetall kan representeres som 2N — 1, blir Fourier-

: 1

* sm(n—é)nt
gn@n=Lmt _ 1 2 &

Z(Zn 1w 2 2 nz 2n-1

n=1 n=

rekka til f(t) I|k =
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Nar vi kikker naamere paresultatet fraeksempel 5.1 ser vi at den uendelig lange Fourier-rekka

begynner dlik: f(t) = 1 2(sm%t ésn%m+;sn57m+ ) Dette gir felgende forl gp:
f(t)

V\/V| VV

Jo flere ledd vi tar med, jo nearmere kommer vi den ideelle firkantpulsen. | dette eksemplet
inneholdt ikke Fourier-rekka et eneste cosinus-ledd. Hvavar arsaken til dette? Vi kan besvare
dette spersmalet ved & se pa et lignende eksempel.

Eksempel 5.2:

1 -1<t<1

f(t+4) = f(t
0 1<t<3 ( ) ®

Finn Fourier-koeffisientene til funksjonen f('[) = {

Lgsning: Denne funksjonen ser slik ut:

f(t)
A
1
— | l 1
4 -2 2 4 6
Her er fortsatt ® = g og dg = é Denne gangen velger vi tO = -1 som gir
3 1 1
= 204 = 1] cos( ")t = 12 n( )
a, = ij(t) cos(nmt)dt = 2Icos > dt = 2[rmsm > } =
-1 -1 -1
1 [Sm(nn) Sln( nnﬂ _ ésm(nn)
nm 2 2 nm 2
3 1 1
_ 80) g = 172 coqf D21
b, ij(t) sin(not)dt = 2-[ ( dat = 2[ nchos > J 1
-1 -1 -

1 nm —nNm\7 _ _ . .
_H— COos —2- — COS —2- = 0= Rekkainneholder ikke et eneste sinus-ledd!
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Odde og jamne funks oner

En odde funksjon er en funksjon som er symmetrisk om origo (for eksempel f(x) = sinx):
sinx

— /I\' - x
-TCW /2 w\ 3n2/2n
1+

En jamn funkgon er symmetrisk om y-aksen (for eksempel g(x) = cosx):
COSX

A

I /L\ I /I > X
-T%TE/Z 71:/2\\75]45/2 2n
1+

Under arbeid med Fourier-rekker vil vi oppdage at enhver odde funksjon er sammensatt av
bare sinus-funksjoner, mens enhver jamn funkson er sammensatt av bare cosinus-funksjoner.

| eksempel 5.1 fant vi en Fourier-rekke helt uten cosinus-ledd (a,, = 0). Dette kom av at
funkgionen i dettetilfellet bare var sammensatt av en konstant og en odde funksjon (se figur):

() f(t) it
A A I\
1+ 11

Wl
-t = - t + |
-2 2 4 6 -2 2 4 6

| eksempel 5.2 fant vi derimot b,, = 0 (altsdingen sinus-ledd), og dette kom selvfglgelig av
at funkgonen i dette eksemplet var sammensatt av en konstant og en jamn funksjon.

Konklusjonen pa dette ma bli: Dersom vi ser at vi har en odde funksion kan vi uten videre
sette a, = 0. Har vi derimot en jamn funksion kan vi sette b, = 0. Padenne méten kan vi

redusere regnearbeidet med Fourier-koeffisientene til omlag halvparten.
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Eksempel 5.3:

Finn Fourier-rekka til falgende periodiske tidsfunksjon:

f(t)

2n
Lesning: En periode av funksjonen kan skrives f(t) = t —TM<t<TW,slkat ® = T

Vi ser ogsa at middelverdien a5 = 0 ogatalle a, = O (odde funksjon).

T n
Vivelger ty = —T og far: b, = _%_If('[) -sn(not)dt = %It sin(nt)dt

—T —T
Her ma vi benytte delvis integrasjon: § = t = D(Qg) = 1 og

D(h) = sin(nt) = h = —%cos(nt)
Da inrJ-'[- sin(nt)dt = t-[—%cos(nt)}—'[l- [—%cos(nt)}dt =

t 1 _ ot 1.
—ﬁcos(nt) + ﬁjcos(nt)dt = —ncos(nt) + nzsm(nt) +C

T

Dette gir b, = %[—ﬁcos(nt) +%sin(nt)}
n

—T

ale-

{[—Ecos(nn) + nlzsin(nn)J - [ﬁ cos(—nm) + nizg”(—”“)}} =

1| 2n _ 2 _
E{—Fcos(nn)} = —ncos(nn) =

21" _ 2=t
n n

Fourier-rekka blir da slik:

~ -1
_ 0" — o ing Lo 1. o
f(t) = 2 z . sin(nt) = 2(smt 2sn2t+35m3t )

n=1

1.
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Symmetri

| tillegg til det vi na har laat om odde og jamne funksjoner, kan vi ogsa spare oss noe arbeid
ved a utnytte funksjonenes symmetri. Dersom vi skal integrere en funksjon som er symme-
trisk om y-aksen (altsd en jamn funksion), kan vi utnytte symmetrien for afa mindre regning.

T n
2 2

Vi kjenner forhapentligvistil at I costdt = Zj costdt ? Naskal vi se at dette relativt enkle
T 0

2
trikset kan spare oss for en del jobb nar vi skal utlede Fourier-rekker. Se bare her:

(1)
1

| i ] — t
T TR l T2 T
1

T T
2 2

Her blir a,, = _—?_J' f(t) - cos(nwt)dt = _AT'_jf(t)- cos(not)dt fordi at produktet
0

T

2
f(t) - cos(nwt) mavaae en jamn funkson nar begge faktorene er jamne funksoner.

f(t)

i i { -t
T -T2 L T T
-1

Her kan vi ogsa bruke symmetri selv om funksjonen er odde:

T T
2 2
_2 - _ 4 -
b, = ij(t) - sin(not)dt = ij(t)-sn(ncot)dt
T 0

2

Grunnen til dette er at produktet f(t) - sSin(nwt) er enjamn funkson fordi begge faktorene er
odde funksjoner! Produktet av to odde funksjoner gir altsd en jamn funksjon!
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Eksempel 5.4:

Finn Fourier-rekka til folgende periodiske funksjon:

f(t)
/\“ /\
| I | —t
o1 - J» b 2r
—T
: : - _ : _2n _ : . :
Lgsning: Viser at periodetidaer T = 27, slkat ® = = = 1. Videre er middelverdien

T

T
dg = 5. mens bn = 0 fordi vi har en jamn funksjon.

2

T T
Vivelger ty = —T ogfar @, = _%jf(t) - cos(nt)dt = %If(t)- cos(nt)dt
-7 -7

Men her er begge faktorene i integralet jamne funksjoner slik at produktet ogsd ma bli en jamn
funksjon. Vi kan da gjare slik:

T T -
1 1 >
an = ;[ j f(t) . COS(n'[)dt =2. ;l:J.f(t) . COS(nt)dt = ;[:J-t . COS(nt)dt
—T 0 0

Delvis integrasjon: § = t= D(g) = 1 og D(h) = cos(nt) = h = %sin(nt)

Dette gir:

jt- cos(nt)dt = t- %s’n(nt)—jl- %sin(nt)dt = %sin(nt)+i2cos(nt)+c

n
n T
Dabir &, = jt cos(nt)dt = Z[tsm(nt)+icos(nt)J -
n
0 0

%{[Esin(nn)+lcos(nn)}—[o+i}} - 2{{-_12_12} - 2[!—122—1]

2 2 2
n n Tl n n mn
N L o4
Her skiller vi mellom partall og oddetall. Partall gir @,, = O mens oddetall gir a, = ——,.
N
Vi kan da sette opp Fourier-rekka til funksjonen:
n 4 1 1
f(t) = Z cos(2n — 1 t - ———(cost+ =c0s3t + = cos5t + )
2 m 9 25
_, (@n- 1)
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Hel- og halv-periodiske utvidelser

Dersom vi har en ikke-periodisk funksion som er definert over et begrenset omrade, kan vi
likevel finne en Fourier-rekke for funksionen. Vi ma da bestemme oss for om vi vil foretaen
hel- eller halv-periodisk utvidelse og deretter beregne Fourier-koeffisientene pa vanlig méate.

Hvalegger vi sdi disse nye begrepene? Vi kan se pafunksionen f(t) = t? 0<t<1:
f(t)

Med hel-periodisk utvidelse mener vi at funksonens definisionsmengde (her [0, 1]) blir en
hel periodei den nye periodiske funksjonen fp(t). Periodetidafor fp(t) blir altsdher T = 1:

100
A

Med halv-periodisk utvidelse mener vi at funksjonens definigonsmengde (fortsatt [0, 1])
blir en halv periodei den nye utvidete funksjonen. Her blir altsa periodetida for den nye funk-
sonen T = 2. Det er to mater aforeta en halvperiodisk utvidelse pa:

i) Vi kan foreta en jamn halvperiodisk utvidelse slik at den nye funksjonen f.(t) blir en jamn
periodisk funkgon:
fo(t)

Nar vi foretar en jamn halvperiodisk utvidelse blir alltid alle b, = 0. Nar vi beregner Fou-

rier-rekkatil f.(t) sier vi at vi finner cosinus-rekkatil den opprinnelige funksonen f(t) .
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i) Vi kan foreta en odde halvperiodisk utvidelse dik at den nye funkgonen f (t) blir en odde
periodisk funksjon:
f«(0)

Nar vi foretar en odde halvperiodisk utvidelse blir bade a, = 0 og ale a, = 0. Nér vi

beregner Fourier-rekkatil f(t) sier vi at vi finner sinus-rekkatil den opprinnelige funksjonen
f(t).

Eksempel 5.5:

Skissér funksjonene fp('[) ,fo (D) og (1) nar f(t) = 1t O<t<1

Losning: En helperiodisk utvidelse gir fp(t) :

fol®

S

-1

En jamn halvperiodisk utvidelse gir fc(t) :

fo(t)

A

T T 1 |
-2 -1 1 2

-1

Og en odde halvperiodisk utvidelse gir f¢(t) :

fs(®)
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Summen av Fourier-rekker

Summen av en Fourier-rekke skal selvfalgelig vaae lik funkgonsverdien til den opprinnelige
funkgoneni ethvert punkt. Det eneste unntaket fra denne regelen er punkter der funksjonen
ikke er kontinuerlig. | dike punkter er summen av rekkaalltid lik middelverdien av funk-
sionsverdiene pa hver side av punktet. Vi kan tafunksionen i eksempel 5.1 som eksempel:

(t)
WITT I
4 2 1 2 4 6 8

| felge det som er nevnt ovenfor vil summen av Fourier-rekkafor t = 2 bli middelverdien av
de to funksjonsverdiene 1 og 0 (som er funksjonsverdiene pahver sideav t = 2).

Eksempel 5.6:

Bruk resultatene fra tidligere eksempler til & finne summen av rekkene:

1. 1
a) = 1+=+ =+ ... (bruk eksempel 5.4)
Z L(2n-1° 9 &
n-1
Z LL— —% + %—% + ... (bruk eksempel 5.3)

Lasning: a) | eksempel 5.4 fant vi f(t) = g —ﬁ(COSt + éCOSS'[ + 2—15COS5'[ + . )

Visetter t = O og far

2
f0) = 2-31+tsls )01+l =T
2 T

b) I eksempel 5.3 fant vi

n-1
22 g:l%——sin(nt) = Z(Qnt—l§n2t+lsin3t—...).

f(t) 5 3

n=1
gir né: f@) = 2(1—%-0+%-(—1)—i 0+

Vifardaat 1 —

NIa
gl
|—\
|
N
11

NI1a
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Komplekse Fourier-rekker

| forbindelse med signalbehandling benyttes ofte komplekse Fourier-rekker i stedet for de
vanlige trigonometriske som vi har laat om til n&. Fordelene er flere, blant annet reduseres

antall Fourier-koeffisienter fratretil én! | stedet for a,, a, og b, fér vi ndbare c, (heltalls-

variabelen n er erstattet av k). ¢, er vanligvis en kompleks starrelse. Formlene ser slik ut:

- o+ T
f(t) = Z C - ejkmt, der @, = _]_I'_ I f(t) - e—lkmtdt
k=—o to

Eksempel 5.7:

Finn koeffisienten C, og sett opp den komplekse Fourier-rekka for funksjonen f(t) fra eksem-

pel 5.2.
Lgsning:
f(t)
A
1
. L t
4 -2 2 4 6 >
_ o _2n _Tm _ _ :
Herer T = 4 somgir ® = T " §.V|dere kan vivelge ty = —1 som gir
(to+T) 3 [kt 1 jknt
_1 —jkot . _ 1 c2 o _1¢ T2
G = 3 j f(t) - € dt-4jf(t)-e dt-4je dt =
t =) 1
1 .k K
Kkt Lkn ok 5y
1 2e‘2 _ -1 ejz_elz _e’—e
4| —jkn 2jkm 2jkn
dX e
Vi husker kanskje at SINX = —ZT— ?
ke -k
i Ay snkz
paersnk® = & =€ iac, = (I dette tilfellet ble altsa C,, reell.)
2 2j K km = K '
km

oo oo Sln—z- J.k_nt

. _ jkot _ 2

Da blir f(t) = Z ck-e’ = Z i e
kK = —o

K= —o
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Det er ikke altid like enkelt & se sammenhengen mellom Fourier-rekker pavanlig trigonome-
trisk form og Fourier-rekker pa kompleks form. Vi skal na forsgke & bevise at resultatene fra
eksempel 5.2 og eksempel 5.7 er like, men dette er ikke noe vi bruker tid patil vanlig!

| eksempel 5.2 fant vi a; = % a, = %tsin(n—n) og b, = 0. Dette gir felgende Fourier-

rekke: f(t) = % Z 52- ] (M) : cos(n—n—t) -1, Z(COS%—lcossm+ Leos2Zt )

2 2 2 T 3 2 5 2
oo smk—TE jkot
| eksempel 5.7 fant vi den komplekse Fourier-rekka f(t) = Z knz e 2 Kandettevir-

k= —o

kelig vaare samme rekke som den over? For & finne ut dette ma vi kikke pa de leddene som

ligger rundt 0. For k = O fér vi et veldig spesielt tilfelle pa grunn av at vi dafar g! Ved &

sinKZT—c 0 7Etcoslfzlt g 1
benytte I’ Hopitals regel finner vi daat lim = (5) = lim ====
k-0 km k>0 T T 2

Savar det de andre leddene. Vi velger astarte med k = —3 og summere opp til og med

. (=31 . . (-1 .
SmT smt . sm? -jnt
—‘eZ +S|n—7t'e—1nt+_‘e2+

k = 3.Vifarda f(t) = 31 2% -

L o2 san(2g) | 0- L () -san()
b o) 9n(5)] 0 & (25 (5] -

L1 c0s(30)]+ L2008 2) ]+ 2 = 142 cosT - Loos3t )
I [20 5 J+n[2coszJ+2—2+n 0052 30052 + ...

Det ser ut som at dette kan stemmeja...
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Oppgaver

27. Skissér falgende periodiske funksjoner (periodetida T = 2m) i et koordinatsystem, og
bestem deretter alle Fourier-koeffisientene til funksjonen:

T T

1 t<

—_—< -
2 2 0 -nt<t<0
3 f(t) = b) (1 ={ T
1 T_c<t<3_7t t O<t<m
2 2
0 -n<t<0
28. a) Finn Fourier-rekkatil funkgonen f(t) = T f(t+2m) = f(t)
1 O<t<nm
. . 1.1 1
b) Flnnsummenavdenuendellgerekkal—é+5—?+...

29. Utled a) cosinus-rekka og b) sinus-rekkatil funksgonen f(t) =t 0<t<1.

30. Finn den komplekse Fourier-rekkatil den helperiodiske utvidelsen av funksjonen

X(t) = _lr O0<t<T,der T erenkonstant.
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6 Fourier-transformen

Fourier-rekkeutviklingen viser ossi hvor stor grad de ulike frekvensene er representert i et
periodisk signal. Vi safor eksempel at den periodiske funksjonen

() = {o for t e [-2,0]

f(t+4) = f(t
1 forte[O,Z]} (t+4) ®

gaoss Fourier-rekken f(t) = 1 2( S 711 9 5nt

s+
ot 22+
2 S|n2 3sm > 5sm >

Dersom vi lar A vaare amplituden til hver enkelt sinus, kan vi framstille dette grafisk slik:

A

1 4

12

eXQT,TgT,,co[rad/s]
0 w2 ©® 32 2 5m2 3n /w2 4n 9n/2 5n

Her ser vi tydelig at det er frekvensen o = gsom gir det sterste bidraget til signalet, ® = 0

gir det nest sterste, osv. Alle frekvensene som teoretisk sett kan vaae representert kan alltid

skrivessom o = n- 27|_7—t , der T er periodetidatil signalet (i dettetilfellet 4).

Vi skjanner av dette at dersom T blir mindre (kort periode), blir det lengre avstand mellom de
frekvensene som er representert. Har vi lang periodetid, blir det kortere avstand mellom dem.

Ytterpunktet her er T — oo (ikke-periodisk signal). | dette tilfellet kan alle mulige frekvenser
vage representert.

En annen ting er at de formlene vi har brukt i forbindel se med Fourier-rekkene ikke kan
brukesndr T — oo Vi er derfor ngdt til & modifisere disse en del. Resultatet av dette kalles
Fourier-transformen.

Ettersom alle mulige frekvenser kan vaae representert, blir Fourier-transformen en funksjon

og ikke en rekke. Fourier-transformen er faktisk et vel sa viktig redskap som Fourier-rekkene
fordi den kan brukes pa alle mulige dags signaler (ikke bare periodiske).
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Definigon

Fourier-transformen er definert dik:

Sjo) = Is(t)e_j‘”tdt
—o (6.1)

F{s(t)}

og den inverse Fourier-transformen dlik:

FHSGo)} = st = 2= [ Sjo)ddo

Vi skal i dette faget fokusere bare pa Fourier-transformen.

Den inverse Fourier-transformen far vente til dere far bruk for den i andre fag.

Eksempel 6.1:

Finn om mulig Fourier-transformen til funksjonen S(t) = 1.
Logsning: Bruker definisjonen (likning 6.1) og far:

— ; _ —jot . _ i —j(x)t°<>
F{1} = Sjo) = je dt = s e

=L [Iim e_j“)t—ej(ﬂ

(D t—)oo

—c0
—c0

= J--[Iim(coso)t—jsinoot)—(cosoot+jsino)t)]
(40 t%oo

= L. [lim=2jsinot] = 2. lim snot
O too O toe

Siden denne grenseverdien ikke eksisterer, ma vi forelgbig konkludere med at funksjonen
S(t) = 1 ikke kan Fourier-transformeres.
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Eksempel 6.2:

1forte [0,1]
Finn Fourier-transformen til funksjonen g(t) =

0 dlers

Lgsning: Bruker likning 6.1 igjen og far:
! 1
. —jot 1 ot | -
F{g(t)} = G(jw) = J'e”" dt = — . ° \0 = é[e”"—l]

0

= jOS[COSco—jSina)—l] = =[sin®+j(cosm—1)]

el

Eksempel 6.3:

—t
Finn Fourier-transformen til funksjonen h(t) = e - u(t)

Lesning: Vi husker at U(t) er en trinnfunksjon med verdi 0 for t <0 og 1 for t > 0.
Definisjonen gir da:

[

F{h(} = H(jo) = [e'-e"dt = [e ™1t
0 0

_L.—(lﬂm)tw:_ 1 0l = 1
1+jw © ‘0 1+jm [0-€] 1+jw

Dersom vi sammenligner definigonene av Laplace- og Fourier-transformen (likning 6.1) ser
vi at dei prinsippet er helt like med unntak av at s er erstattet med jo og at nedre integras-

jons-grense er forskjellig. | eksempel 6.3 blir Laplace-transformen H(s) = 5%1 og Fourier-

transformen H(f) = , altsai praksis samme resultat. Vi skal imidlertid vaare forsiktige

l+jo
med & dra for mange likhetstrekk mellom de to transformene. Forskjellen i integrasjons-
grensenei tillegg til at jo er en kompleks starrelse farer til mange forskjeller som vi skal se

senere.
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Rect-funks onen

Funksjonen rect(t) er en firkantpuls sentrert om t=0 med bade amplitude og lengde lik 1.

Dersom amplituden er A og lengden er T, skrives funksonen som A - rectG_)

s(t)
A
__ur
t
|
T2 12
Funksjonen pa figuren over er med andre ord s(t) = _%_ . rect(_lr)
Eksempel 6.4:
Finn Fourier-transformen til funksjonen ovenfor.
Logsning: Fourier-transformen ma bli:
T
2 T
— 1. j ot 1 —j ot 2
F{s(h} = Sjo) = [3-e%d = — E

o opgel jeTy
d e 2_o2]|= _J_[ ol _ignol _ _ (O_TJ
[e e } C0S—- jsin > cos > 2 jsin >

= —J—[—stn(ﬂ-—q 2 smir
oT 2

Vi ser at Fourier-transformen denne gangen ble en reell funksjon i og med at imaginaerdelene
forsvant helt.
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Sinc-funkg onen

Ettersom Fourier-transformen i eksempel 6.4 blereell, kan vi skissere den i et koordinatsys-
tem. Vi f&r da denne kurven:

Sy
1
oy f\\j Uﬂk‘-ﬂﬂ o
1]
-8n/T —4x/T 4n/T 8n/T

Denne typen funksjoner er svaat viktige ettersom de er Fourier-transformen til helt vanlige

firkantpulser (rect-funksoner). Derfor er det definert en egen matematisk funksgon, sinc-
funksjonen, for dette formalet:

. sinTtX
sinc(x) =
TTX
sinc(x)
1
oy Fat Uﬂxﬂﬂ "
1]
-4 2 2 4

Sinc-funksjonen har blant annet den egenskapen at den er null nér x er et heltall. Eneste
unntak fradenneregelener x = 0 somgir sinc(0) = 1.

Det skulle nd vaare mulig for oss a skrive Fourier-transformen fra eksempel 6.4 som en sinc-
funkgon:
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Dirac’sdetapuls

Vi skal fortsatt dvele litt ved eksempel 6.4. Dersom vi lar T — 0 far vi en puls som er uende-
lig hgy og uendelig smal. Denne pulsen kalles Dirac’s delta-puls og skrives 6(t) . Legg merke

til at forholdet mellom amplitude og lengde er dlik at j o(tydt = 1

—c0

Eksempel 6.5:

Finn Fourier-transformen til O(t) .

Lasning:

| eksempel 6.4 fant vi at Fourier-transformen til en rect-funksjon med lengde T og amplitude 1/T

var S(jw) = sm— = smc(m)

Dirac’s delta-puls er nettopp en s&nn rect-funksjon der T — 0.

Derfor kan vi sette F{0(t)} = I|m SnC(ZD =1

Denne egenskapen gjgr deltapulsen sveert viktig i arbeidet med Fourier-transformen.

Eksempel 6.6:

t
Finn Fourier-transformen til funksjonen g(t) = 5- rect(é)

Lasning:

3
iy — oty _ 5 ot
Flom} = G(o) = [5-&™d = —=. e
-3
= %'[e_jg’“)—ejsm] = %-[cosS(o—jsinSw—COSSw—jsinSw]
- 9 [Z2jsn30] = 10sin30 _ 30sin3w® _ SOSmC(S(o)
® ® 3w T

Vi ser at nar vi Fourier-transformerer en rect-funksjon som er sentrert om t=0, vil vi alltid fa en
sinc-funksjon til svar. Tallet 30 angir na arealet under rect-funksjonen, mens tallet 3 angir halve

lengden.
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Eksempel 6.7:

Finn Fourier-transformen til en deltapuls som er tidsforsinket med tiden to.

Lgsning: For a greie & sette opp Fourier-transformen riktig, tegner vi fgrst opp delta-pulsen som vi vet
har lengde T og amplitude 1/T:

h(t)
A

uT

| t
W12 to 12 o
1 t-t
Denne funksjonen kan skrives h(t) = = - rect(—)
T T
Fourier-transformen blir n&:
-
t°+51 . to+g
_ . _ 1 ot _ —jot
F{h(H)} = H(jw) = j 2o %dt = == 1
T °2
to—i
, , - T T
_ [ Jelerd) deled] _jetonr 55 4
oT oT
ot T 2e_Jmt°sin%r o oT
=& | oign®!| = — £ _ g% gpc!
= a7 [ 2]sin 2} oT e S|nc27E

Dette er altsd Fourier-transformen til en rect-funksjon med amplitude 1/T og lengde T som er
tidsforsinket med tiden '[0. Dersom vind lar T — O, far vi Fourier-transformen til en deltapuls

som er tidsforsinket med tO :

F{h(t)} = H(](D) = lim e_jmto' sinc(’ﬂ _ e—jo)tO
T—0 27
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Vi kan na sette opp en tabell over de viktigste Fourier-transformene:

s(t) F{s(t)}
Dirac’s deltapuls o(t) 1
Tidsforsinket Dirac’s deltapuls d(t—ty) ot
Rect-funkson A- rectG_) ATsinc%r
. . . t— tO —jot, . T
Tidsforsinket rect-funksjon A- rect( T ) ATe -snc o
Konstant funksjon 1 o(m)
Cosinus Cosmyt %[8((0—(00) +3(m+ )]
Sinus sino,t 2%.[8(&)—030)—8((0+c00)]
Eksponentialfunksjon for t>0 e, u(t) 3 +1j .
Eksponentialfunksjon for t<O el [1- u(t)] 3 —1j .
. : . 2a
Symmetrisk eksponentialfunksjon o alt R
a+to

Her ser vi at Fourier-transformen til en konstant funksjon ogsa er tatt med. Det var denne vi
mislyktes med & beregne i eksempel 6.1. Egentlig er denne enklest & finne ved a benytte

invers Fourier-transform av delta-funksonen () og vise at dette blir 1. Regningen blir da
tilsvarende som davi fant Fourier-transformen til 6(t) i eksempel 6.4 og 6.5.

Videre ser vi at Fourier-transformenetil cosmgt og sinmgt er tatt med. Hvordan disse er
beregnet, kommer vi tilbake il i neste kapittel. Resultatene er imidlertid verdt & merke seg:
To deltapulser (en for vinkelhastigheten w, og en for —m,), og ellersingenting. Dette er p&
grunn av at de to funksjonene bestér av bare én vinkelhastighet, nemlig o, (-, kommer
med pa grunn av de to funksjonenes symmetriegenskaper). Her begynner vi a se klare for-

skjeller mellom Laplace- og Fourier-transform. Mens L{ coswt} = er

2 2
s+ o,

F{coswyt} = %[S(m—mo) +8(w + my)] . Forsté det den som kan!
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Forskyvning langs tidsaksen

Vi laate at forskyvning langs tidsaksen (tidsforsinkelse) spilte en stor rolle i arbeidet med

L aplace-transformen. Laplace-transformen til en funkson tidsforsinket med a var Laplace-

transformen til den ikke tidsforsinkete funksjonen multiplisert med faktoren e °°.

Vi skal na se at det samme gjelder for Fourier-transformen. | tabellen pa side 82 forekommer
to tidsforsinkete funksjoner. Fourier-transformen til disse to er Fourier-transformen til den
ikke tidsforsinkete funksjonen multiplisert med faktoren el®
en generell regel:

t .
° . Dette kan vi formulere som

Vivetat F{s(t)} = S(jo).Daer Fourier-transformen til den tidsforsinkete funksjonen:

Fis(t—ty)} = e °°- S(jo)

(6.2)

Eksempel 6.8:

—(t—1
Bruk likning 6.2 til & finne Fourier-transformen til funksjonen r(t) = e (t=1), ut-1)

—t
Lgsning: Viser at r(t) er en tidsforsinket utgave av funksjonen S(t) = @ - U(t) . Tidsforsinkelsen er
th = 1.

el

l+jo

Siden F{s(1)} = Sjw) = blir F{r(t)} = R(jo) =

l+jo’

Eksempel 6.9:

t—1
Finn Fourier-transformen til funksjonen ' (t) = e =1, ut-2)

Lasning: Her er det ikke samsvar mellom de to “tidsforsinkelsene”.

-1 —(t-2
Men det ordner vi lett ved & skrive I'(t) = e ~- e (t-2), u(t-2)

1 e—jo)~2 e—(1+j2w)
Fourier-transformen skulle da bli: F{r(t)} = R(jow) = e '1+j(0 = 1o
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Eksempel 6.10:

Vivetat SINX = cos(x—T—zt).

Vis ved hjelp av likning 6.2 at F{ sinwgt} = F{ COS((DO'[ - 125) } .
Losning: Fra tabellen p& s. 82 harviat F{Sinwyt} = 2%.[5((1) —0g) —0(w + my)]

T T
P& hagyresiden kan vi skrive COS((DOt - E) = COS[(oo(t — g()}

2 . . . . T
Vi har altsa en cosinus-funksjon som er tidsforsinket med T .
0

Fourier-transformen blir da:

F{cos[%(t_g(;_gﬂ

0] . T

= Ze m°'8((o—a)o)+%e 2m°-8(w+(00)

20,

*-218(0 - 0g) + 8(0 + 0p)]

%f_j
I
CDl

For & komme oss videre ma vi innse at det farste leddet er null for alle andre ® enn ®q, og at
det andre leddet er null for alle andre ( enn -0 . Vi far da:

i g
173 1!

z . .
ée -S(w—a)o)+§e d(w+wmy) = —é-S(co—mo)+Jz--8(0)+wo)

= 2%.[5((1) — ) —8(® + )] som var akkurat det vi skulle vise.



Forskyvning langs frekvensak sen

Forskyvning langs frekvensaksen er en spesielt anvendelig egenskap til Fourier-transformen.
Frekvensforskyvning oppstar nar vi multipliserer en tidsfunksjon med en kompleks ekspo-

nentialfunkgon. Vi vet at F{s(t)} = S(jw).Daer:

Fe™ st} = S(o-0) 63

Eksempel 6.11:

i - . , : = dft —2t]
Bruk likning 6.3 til & finne Fourier-transformen til funksjonen g(t) = -e

2t 4
Lgsning: Fra tabellen har viat F{e |‘} =—

4+®

N& kan vi bruke likning 6.3 med @, = 6:

: 4 4 4
F{gi)} = G(jw) = > = 2 -2
4+ (0—6) 4+ —-120+36 o —12m+40

Naer det kanskje enkelte som finner det lite meningsfylt & sitte og regne ut Fourier-transfor-
men til komplekse funksjoner av tiden. Til trast for dere skal vi ndvendetilbaketil reelle funk-
goner igjen, men vi skal stadig benytte oss av likning 6.3.

Det er nd patide @ minne om Eulers formler:
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Eksempel 6.12:

1
Vis at Fourier-transformen til funksjonen COS®gt er 5[5(0) —g) *+ d(mw+ ®g)] (jfr. tabell)

Lgsning: Vier ndi stand til & vise dette ved hjelp av frekvensforskyvning.

jogt —j ot

. _ el " te ] g

COSMt er produktet av de to funksjonene COSMyt = 5 og en konstant funk-
sjon 1 som har Fourier-transform lik O(®) . Ettersom M her er hhv. @Wyog —®, blir:

F{cosmyt} = %[S(co—(oo) +3(m+ )]

Eksempel 6.13:

Finn Fourier-transformen til funksjonen h(t) = sin20t - rect(t)

g0t _ 2ot

Lgsning: h(t) er produktet av de to funksjonene sin20t = 2j og en rect-funksjon som har

. ()]
Fourier-transform lik SINC— .

21

Ettersom ., her er hhv. 20 og —20, blir:

F{hv)} = H(jo) = %[“C(wz}zo)‘g”c(%ﬂ

Eksempel 6.14:

Finn Fourier-transformen til funksjonen S(t) = sint - cost

ejt + e—jt
2

Lasning: r(t) er produktet av de to funksjonene COSt = (dvs. . = 1og w. = —1)og

en sin-funksjon som har Fourier-transform lik 2%.[8((,0 -1)-d%(w+1)].
e 11 1
F{s()} = S(jo) = Z—j{E[S((’D— 1-1)-8(w)] + 5[5((0) —d(o+1+ 1)]}
= 2[8(0-2)~8(0+2)]
4

(Dette kunne vi funnet langt enklere ved hjelp av omskrivingen Sint - cost = ESI n2t)

86



Amplitude og fasevinkel

Fourier-transformen til en tidsfunksjon kan som vi har sett vaae kompleks. Den kan derfor
ikke skisséresi et koordinatsystem som reellefunksjoner. Men siden et komplekst tall har bade
tallverdi og fasevinkel, kan vi skissere tallverdien (amplituden) i et koordinatsystem og
fasevinkelen i et annet.

Eksempel 6.15:

Skisser amplitude og fasevinkel til Fourier-transformen vi fant i eksempel 6.3.

. 1
Lgsning: Fourier-transformen i eksempel 6.3 ble H(j®w) = 4o
: . - _ 1
Amplituden blir: [H(jm)| = =
l+o
og fasevinkelen blir ZH(j®w) = —arctanw
. Hij
Hieo )| < M)
2 -+
1 ﬁ
1 ] N
~10x I 10m B
_2_.
, T T i)
—10x n 10

Noen vil kanskjefinne det merkelig at negative frekvenser (o < 0) er tatt med i disse kurvene.
Negative frekvenser kan jo ikke opptre rent fysisk.

Grunnentil at de likevel skal vaere med, er at det kan bli bruk for dem i matematiske bereg-
ninger i forbindelse med frekvensforskyving. Dette vil dere kommetilbaketil i andre fag. Her
skal vi bare venne osstil &ta med ogsa den negative delen av frekvensaksen ndr vi skisserer
kurver.

87



Eksempel 6.16:

Sett T=10

g skisser amplitude og fasevinkel til Fourier-transformen vi fant i eksempel 6.4.

Lesning: Fourier-transformen i eksempel 6.4 ble S(j®) = SinC((g—;D
, . : : ®
Vi setter T=1 og far: S(j®) = SmC(Z_n)
_ _ . . )
Amplituden blir : [S(jw)| = SII’]C(ET-[)|
. . o) _ 2. (0 ) .
Ettersom S(j®) = SlnC(Er-) = asn(z) er en reell funksjon, kan fasevinkelen ha
O0for S(jw)=0
bare to (tre) verdier: S(J (D)
+r for S(jo) <0
Fortegnsskjema for S(j®):
| | | | | | |
6r 4n  2n 0 2n  4m on
sn(@2) o ---0—0 — -0——0 — - 0——0
2l - _ _ _ _ 0
(o)  0—0 ---0 ¢ -—--0—0
IS0 e /8w
1 T— "/ —
| | I |
— 8 —da | | | |
T f T f T L | 1 ! o
| | | | 0 in 4
I | I I
L ] L I ——Tl
L ¥ ¥ t ol
-fn —dn 0 dn B

Det er likegyldig om man velger w eller -t som fasevinkel for negativ S(J ®) . Grunnen til at
det ble valgt slik her, er at det skal bli enklere & se sammenhengen med neste eksempel.
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Vi har i de to foregaende eksemplene sett hvordan vi skissérer amplitude og fasevinkel for
noen vanlige Fourier-transformer. | eksemplet nedenfor skal vi tafor oss en Fourier-transform

—jotg

som inneholder tidsforsinkel sesfaktoren e

Amplituden til denne faktoren blir:

7Y = |cosmty—jsinoty| = J( coswty)” + (sinoty)” = 1
Tidsforsinkelsen har altsd ingen innvirkning pa Fourier-transformens amplitude.
Fasevinkelen blir:

—S n(oto)

arctan( = —arctan(tanot,) = —ot,

ot

Tidsforsinkelsen gir atsa et lineaart negativt bidrag til Fourier-transformens fasevinkel.

Eksempel 6.17:

Sett t;=1/8 og T=1 og skissér amplitude og fasevinkel til Fourier-transformen vi fant for den tidsforsinkete
rect-funksjonen vi regnet pa i eksempel 6.7.

. —jot, . [0)
Lgsning: Fourier-transformen til rect-funksjonen i eksempel 6.7 ble H(Jw) = e °. SnC(EB

O
: 98 . (o
Vi setter t;=1/8 og T=1 og far: H(Jw) = e ~ - sinc on

Dette er ngyaktig samme Fourier-transform som i eksempel 6.16 med unntak av tidsfor-

(0)
sinkelsen. Amplituden blir dermed uforandret, mens fasen far et bidrag pa —§

H
IHG )] L/\ij
T -— "
1
™ >
| N IS I N I R
N“w | l T 4n ! El:i‘t
1 | 1 I
H‘"‘"\-\-..\__‘J “H-\""'\-\.\_H_\_I
. f } 0l 1 x
- -dn o i B
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Oppgaver

31. Bruk definigonen (likning 6.1) til afinne Fourier-transformen til felgende ikke-periodiske
funksoner:

1 for |t| s%
a s(t) = ) b) r(t) = € [1-u(t)]
0 for |t| >§
1
Ztfor |t <1 _
9 g = 20" d ht) = e
0 elers

32.Bruk tabellen pa side 82 (evt. likning 6.1) til &finne Fourier-transformen til f@lgende
funkgoner:

_ -1 t
a) s(t) = 35(t—2) b) r(t) = - rect(n)
0 g(t) = {Sforte [4’6]} d) h(t) = € ut—1)
O ellers

33. Bruk forskyvning langstids- og frekvens-aksen til finne Fourier-transformentil felgende
funkgoner:

a8 p(t) = € -ut-1) b g(t) = e3t-2

sin10t - sint

¢) h(t) = cost - rect(t) d) y(t)

34. Finn Fourier-transformen til falgende funksjon og skisser deretter Fourier-transformens

amplitude og fasevinkel i et koordinatsystem: s(t) = et [1-u(t-1)]
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Kapittel 1

1. a 2=«

T 2
2. 2(e—l)

1
3. a) (1, 5

4. @ 3410

5 a ’é(27-5¢5)

Fadit til oppgavene

i) 165[2n

i) 2n(J/2-1)

b) (1—In2,§)

2¢°_1
4

b)

b) g(zﬁ—l)
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Kapittel 2

0 ¢, = -1 2_ L
7 a) X"
n=0
24
8 a) =
3
9 2
10. a Divergerer b)
d  Konvergerer €)

g) Konvergerer

1. a -2<x<2 b)
e X3n

13. -y =

3. a) Z - b)
n=1

14. Q) f(x)=%ln(1+x2)

1

15. e
Z (3n+2)-nl
n=0

b)

d)

b)

b)

Konvergerer

Konvergerer

n = 4n-2
1 .2
n =~ (_1)n -n
o -1
="
2 T3
n=1
1
X
c) Divergerer
f)  Konvergerer
0 YD+
n=0
b f(x) = e

Xxe R
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Kapittel 3

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

of _ o _ g2
a) a—x—16xy+2 W_SX 5
of _ 2 of _ of _ xy
b) I yln(xyz) +y + 5y PVl xIn(xyz) + x + 10xy 37" 7
oo =Xy X0 Cp ooy 2@ )
XX 5 o3 yx 2 23 2. 23
(X +y") (X +y") (X" +y")
y c=-3
c=-1
\ / c=3
> \<>X
/\ c=3
T c=1
/\ .,
c=-3
a) % = 2tcos(t3)—3t4sin(t3) b) % = (2t2+1)et2
@ = 2/\/;5

dt

a (1, 2): Sapunkt

b) (1, 9 : Min.punkt

(0, 0) : Salpunkt (2, 0) : Salpunkt
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Kapittel 4

24. @)

d)

9)

25. a

d)

f)

h)

26. a)

2—5S 3s—4 3
X(s) = b) X(s) = 0 X =5
s(s+2) 44 s®+4s+13
s+3 6s 6s°—2
X)) =5——— € X = . f) X = >
s“+6s+13 (s"+9) (s +1)
_ms
—(s+1) 2
X(s) = TR ) XE) = 5
(s+1) S(s +1)
t* 3 3 1
= — = - 2 = — =g
X(t) = 3 b)  x(t) 2e c)  X(t) = 2cos2t 2S|n2t
{ . 2t
_ e —cost + sint _te
X(t) = > e Xt = >
x(t) = (2cost + 3sint)e' 9 xt) = e yi-2)
x(t) = (2627 Y gy
X(t) = el_eg? b) x(t) = 3c0s2t- €'
2t —t
_ : _€e —e
X(t) = 3—3cost + sint d x(t) = 3
1 — cost O<t<1
X(t) =
cos(t—1) — cost t>1
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Kapittel 5

27. @) a;=0,a, = %csm(n?n) ogb,=0
-1)"-1 -1)"
b) aozg,anzg—l—z——ogbn:—g—nL

[}

_ 1, 2 sn@n-1t _ 1 g( R 1 )
28. Q) f(t) = 2+nz on_1 2+n S|nt+33n3t+5$|n5t+...

n=1

b)

MNIAa

29. a

9

_1 4 - cos(2n-Lmt _ 1 4 1
f(t) = > 2 Z Z—EZ[cos(ntH o5

cos(3mt) + lcos(STct) + J

b f(t) = —% 3 (=1) sn(nmt) _ %[sin(nt)—%sin(Znt)+%sin(3nt)—...}

1. ] <1 177
30. X(t) = §+2JT_E Z E-e
k= —o
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Kapittel 6

31.

32.

33.

a)

b)

d)

Sjw) =

IS(o)l =

. _ g O . _ ___1_
Sjo) = = sn3 b) R(jo) “jo
G(jo) = L(wcoso-snw)  d) H(jo) = —2 :

() l1+o
Sjo) = 3672 b) R(j®) = sinc%)
—i50 o g (1H1o
G(jm) = 6e -smc; d) H(jo) = 1+j0
—(1+jo)

. e
P(JO‘)) - 1+J(l)

. 6 —j20
G(jw) = =

o +9

: _1 -1 . (o+1

H(jo) = 2[smc( o ) +smc( 5 )J

Y(jo) = —i[ﬁ(m—ll)—ﬁ(m—Q)—S(m+9) +o(w+11)]

el®

l1-jo

1
A/(02+1

ZYjo) = arctanm—w
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