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Forord

Denne boka omhandler for det meste sentrat stoff innenfor fagomradene derivasion, integrasjon
og differensiallikninger. | tillegg er det innledningsvis et kapittel om komplekse tall samt en del
repetisonsstoff fra videregaende skole.

Etter hvert kapittel kommer to sider med oppsummerende oppgaver. Den farste siden er oppgaver
som inngdr i de obligatoriske @vingene. Fasitsvar til disse star bakerst i boka. Den andre siden
bestar av ekstraoppgaver som det forel gbig ikke foreligger fasit pa.

Sidetallet i boka er forholdsvis lavt, det er tross alt begrenset hvor mye en rekker a skrive i lgpet
av kort tid. Men det er ogsa lettere & fa fram det som er viktig om en hopper over det som ikke er
saviktig! Hvis dere likevel gnsker tilleggdlitteratur finnes det masse bgker som omhandler mye
av det samme stoffet, bade norske og utenlandske. Det er bare & sparre om dere vil harad
angéende valg av tilleggslitteratur.

Levanger, 6. desember 2005

Anton Bjartnes
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1 Kompleksetall
Andregradslikninger

En andregraddikning kan alltid skrives pa formen ax’+bx+c = 0. Slike likninger kan

—-b+ A/b2—4ac

2a
tidligere. Tegnet + betyr at vi kan fato Igsninger pa denne typen likninger.

l@ses ved hjelp av abc-formelen. Den ser dik ut: x = , 0g bar vaae kjent fra

Eksempel 1.1:

2
Los andregradslikningen 3X~ + 5X—2 = 0 ved hjelp av abc-formelen.

-2

Lesning: Herera = 3,b = 50g ¢

—5+ /25— (—24) _ -5+7 _ 1
6 =76 ~ 3772

Vifarda: X =

Vi kan sette pragve pa likningen for & veere helt sikker pa at vi har regnet riktig:

2
X = %:3[@ +5[§-2 - %+g—2 = 0 o

2=3-2)°+5[(-2)-2 = 12-10-2 = 0 ok

x
I

Det er innholdet i rotuttrykket i abc-formelen som bestemmer hvor mange lasninger vi far:
Vi far to lgsninger ndr b®—4ac>0
Vi far én lgsning nar b’ —4ac = 0

Vi f& ingen |lgsninger ndr b® —4ac < 0

Vi skal i dette kapitlet utvide var tallverden dlik at vi ogsa kan finne lgsninger nar

b®—4ac<0. Vi mada ty til den tallmengden som er kjent som de komplekse tallene.



Kompleksetall parektangulaer form

Pa barneskolen laate vi om tall-linjen, en uendelig lang linje som inneholder alle reelle tall.
Naskal vi utvide tallbegrepet til ogsd a omfatte tall som ligger utenfor tall-linjen. Det er disse
tallene som kalles komplekse tall.
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| figuren over er den horisontale aksen den gode gamletall-linjen. Den skal na hete denreelle
aksen. Den vertikale skal vi kalle den imaginaare aksen. Hele koordinatsystemet er det
kompl ekse plan.

Punktet som er avmerket i koordinatsystemet ligger to enheter over tallet 3 pa den reelle
aksen. Dette punktet representerer derfor det kompleksetallet 3 +j2, der 3 er realdelen og 2
imaginaardelen til tallet. Denne skrivematen for komplekse tall kalles rektangulagr form.

Operatoren j skal vi matematisk behandle som /-1, et komplekst tall, noe som altsd med-
farer at vi fijerner oss fra den reelle aksen og beveger oss vertikalt i koordinatsystemet.

Innfaringen av tallet j gjer ossi stand til &lgse andregradslikninger der innholdet i rottegnet
blir negativt.



Eksempel 1.2:

2 .
Les andregradslikningen X~ —4X+ 13 = 0 ved brukav ] = /-1.

Lagsning: Ved bruk av abc- eller pg-formel for andregradslikninger fas fglgende Igsning pa ligningen:

X=2+./4-13=2+./-100/9 = 2 £ | 3. Vifaralts to svar, begge med realdel 2,

mens imaginaerdelen er henholdsvis 3 og -3.

Eksempel 1.3:

-3 .2 .
Forenkle uttrykket | — 2]~ + 2] — 1 mest mulig.

Lesning: logmedat | = J-1 inrj2 = —1 (altsa reelt) og j3 = j2 [J = — (komplekst igjen).
Uttrykket blirda: —) + 2+ 2] —1 = 1 +]

Komplekskonjugert

Antaat vi har et komplekst tall z = a + jb. Det kompleks konjugerte tallet til z skrives z og

er definert som z = a—jb, altsd samme realdel, men motsatt fortegn paimaginaadelen. Nar
vi lgser en andregradslikning og far komplekse Igsninger er altid de to | @sningene kompleks
konjugerte av hverandre (jfr. eksempel 1.2).

Eksempel 1.4:

Beregn summen og produktet av de komplekse lgsningene fra eksempel 1.2.

Lesning: Summen: (2+)3)+(2—-j3) = 2+2+j3-j3 = 4

Produktet: (2 +]3) ((2—}3) = 4—j6+]6—j°0 = 4+9 = 13

| dette eksemplet sa vi at begge svarene ble reelle tall. Dette var ingen tilfeldighet. Summen og
produktet av kompleks konjugerte tall blir alltid reelle tall.

| addisjons- og subtraksjons-beregninger ma vi addere/subtrahere realdelene for seg og imag-
inaadelene for seg. Ved multiplikasjon falges vanlige regler for multiplikason av paranteser.
Division er noe verre. Her lgser vi problemet med & multiplisere bade teller og nevner med
den konjugerte av nevneren. Med dette oppnar vi, som tidligere nevnt, at nevneren blir reell
og det blir da enkelt & finne svaret.



Eksempel 1.5:

Gitt de to komplekse tallene Z; = 3+j2 092, = 2—].
Beregn a)Z, +2, b) Z, — 2, c) z, L, d) —

Lesning: a) (3+j2)+(2—j) = 3+2+]j2—] = 5+

b) (3+j2)—(2—]) = 3-2+j2+] 1+j3

o (3+j2)02-]) = 6-j3+j4—j2 = 8+]

3+j2 _ (3+j2) 2+]) _ 6+j3+j4+j°2 _ 4+j7

d) ; ; :
2-j  (@2-DU2+]))  g44j2-j2-}2 5
Eksempel 1.6:
Gitt det komplekse tallet Z = —2 + |5
2 1 3 z+1
Beregn a) Z b) = c)Z —27 d)y =—
VA VA
Lgsning:
a) Z# = (=2+j5)[{=2+5) = 4—j10-j10+j%25 = —21—j20
) 1__1  _ —2-i5 _ —2-i5 _-2-j5
y4 —2+j5 (—2+j5) E(—Z—jS) 4+j10—j10—j225 29
o) 2-22= A 2-22 = (-21-j20) (-2 +j5) - 2(~2—j5)
= 42-j105+j40—j?100 + 4 +j10 = 14655
d)

771 _ —1+[5 _ —1-j5 —2-j5 _ 2+i5+]10+j°25 _ —23+{15
y4 —2+j5 —2+j5 —2—j5 4_J225 29




Kompleksetall pAformen z = a+ jb er somtidligere nevnt skrevet parektangulaa form. Vi
skal straks lagre oss to nye mater a representere komplekse tall pa. Dette vil gjegre komplekse
tall svaat anvendelige innenfor flere grener av matematikken.

Kompleksetall pa polar form

Vi tar nden ny kikk padet kompleksetalet z = 3+j2:

Im

Dette tallet kan (foruten den rektangulagre skriveméten z = 3 +j2) ogsa beskrives ved hjelp

av tallverdi og fasevinkel. Tallverdien til et komplekst tall er avstanden r fraorigo og
fasevinkelen  malesi forhold til positiv reell akse. Definigonsomradet for fasevinkelen ¢ er

D¢ = <-m, ]

Talet z = 3+)2 har atsatalverdien r = 3%+ 22 = /13 og fasevinkelen

¢ = arctan§=0,588rad.Vi kan daslafast at det kompleksetallet z = 3 +j2 like gjerne

kan skrivessom z = ./13 [0s0,588 + j./13 [kin0,588 = ./13(c0s0,588 +jsin0,588) .
Det er altsa denne siste skrivematen som kalles polar form. Komplekse tall pa polar form er
spesielt nyttig nar vi skal regne med sinusformete veksel strgmmer.

Dersom trigonometriske funksjoner har gatt mer eller mindrei glemmeboken kan det vaare en
trast at de aller fleste kalkulatorene er flinke til & regne om mellom rektangulae og polar

form. De tastene som benyttestil detteer ofte R -~ P og P - R.

| noen laaebaker kalles denne nye skriveméaten z = r(cos +jsing) for trigonometrisk
form. Kanskje ikke direkte ulogisk?



Under beregninger med komplekse tall kan det ofte vage en fordel & kjenne til noen eksakte

verdier for sinus og cosinus. De ngdvendigste verdiene er gitt av denne tabellen:

X(*) 0 30 45 60 90
x(rad) 0 Tt/6 /4 /3 /2
sinx 0 1/2 \/2/2 \/312 1
COSX 1 \/3/2 \/2/2 1/2 0
tanx 0 1/\/3 1 \/3 o

Nar disse er kjent, kan vi finne ytterligere verdier ved hjelp av symmetribetraktninger.

Eksempel 1.7:

Skriv om fglgende komplekse tall fra polar til rektanguleer form:

a) z = 3(cosl—jsinl) b) z= 3ﬁ(cos—+Jsm?—’4[[)

Lesning: a) Her er det bare & multiplisere ut p& vanlig méte: z= 1, 621 —]2, 524

bz = 3[2[(-§2)+j3[2[1§2 - _3+j3

Eksempel 1.8:

Skriv om fglgende komplekse tall fra rektanguleer til polar form:
a z=2-j5 by z=-1-j3
Lesning: a)R — P pa kalkulatoren gir r = 5, 385 og ¢ =—1,190rad
Det er enkelt & finne eksakt verdi for I : I' = /\/2 +(—5 = /29, slik at vi far:
z = 2-j5 = /29[ cos(~1,190) +jsin(=1,190)] = ./29(cos1,190—jsin1,190)

Her ble de trigonometriske setningene COS(—X) = COSX og SIN(—X) = —SINX benyttet.

b) R — P girsvarene I =3, 162 og ¢ =—1,893rad. Eksaktverdien for I' blir

A (= l) + (—3 = /10 og svaret biir da:

—1-j3 = ./10[ cos(—1, 893) +jsin(-1, 893)] = ./10(cosl, 893 —jsin1, 893)

r

z



| eksempel 1.7 savi at omregningen gikk veldig raskt selv om vi ikke benyttet P - R pa
kalkulatoren.

Daer det mye starre grunntil abenytte R — P ndr vi gar motsatt vei (eksempel 1.8). Grunnen
til dette er at vi far feil vinkel nér vi benytter ossav invtan dersom var vinkel ligger i venstre

halvplan.
Vi skal ndlaze en tredje skriveméte for komplekse tall (eksponentiell form) som gjer at vi
forstar litt mer av poenget med den polare formen(!)

Kompleksetall pa eksponentiell form

Den sveitsiske matematikeren Leonhard Euler (1707-1783) fant (i tillegg til andre oppsikts-
vekkende resultater) den sammenhengen som vi i dag kjenner som Eulers formel:

e” = cosx +jsinx

(1.1)

Legg merketil at hayresiden er et komplekst tall skrevet patrigonometrisk form. Venstre-
siden er det samme komplekse tallet skrevet pa eksponentiell form.

Denne formelen forenkler multiplikason og division med komplekse tall en hel del.

Eksempel 1.9:

Forenkle uttrykket (cosg +js ng) E(cosg +js ng) ved & benytte Eulers formel.

Lasning: Begge parentesene kan skrives om ved hjelp av Euler:

(S

Iz 13
.. .. 6 3
(COS%['HSH’]%[) [(COS%['FJSII’IT—;) —e [B" =e = € Vibenytter nd

-TU
I

2 -
Euler pa nytt for & komme tilbake til trigonometrisk form: € ~ = cosg + ] smg

Vi ser na at dette uttrykket rett og slett blir O + 1 = |



Eksempel 1.10:

Forenkle uttrykket 6(003%[ +jsin g) / Z(COSE—j s n? ved hjelp av Euler.

6(cosE+jsing) s (T, T 5T
6 6 J(6+D P .
Losning: =8 -3 =3 = S(COS%[ﬂsn%[)
Z(COSE—j sing) j(‘ED
4 2e

Eksempel 1.11:

Bruk resultatet fra forrige eksempel til & utlede eksakte verdier for COS?_—;[ og si I‘l?——;.
G(COSI[ +] s’ng)
o . . 6 _ ( 5T, . . 5T[)
Lgsning: Ved hjelp av Eulers formel fant vi at = 3| cos= + JSN—
( . . D 12 12
2| cos=—jsin-
4
Vi kan forsgke & skrive venstresiden pa rektangulaer form for & finne eksaktverdiene for
cos@;[ og singt[:
12 12
(£
2 = 33 /\/é+J Dﬂ/é+]’\/§:3|:‘r\/é+]/\/6+]/\/§_/\/§
oL 2 S22 i 2+2
2 172
- B2, 12
- 4 1T

Ut fra dette kan vi konkludere med at COSS—T[ = @7;—3/2 og at Sil‘li—? = A/—i;:—l'/—g



Eksempel 1.12:

.TU
iz

6 j2
Addér tallene 2e ° + 3¢ og angi svaret pa bade rektangulzer og polar form.

Lagsning: Her skal vi addere to komplekse tall. Da er det enklest & skrive tallene pa rektangulzer form:

.
's

2e” = 2(cosg+jsing) = 2(§’+j%) = J3+]

(Her er det en fordel & kjenne eksaktverdiene til COS%[ og S I‘lg)

3¢ = 3(cos2+jsin2) = 3(—0, 416 +0, 909) = — 1, 248 + 2, 728

Summen blir da: /3 + j—1,248+)2,728=0, 484 +|3, 728

P& polar form skulle dette bli tiinsermet 3, 75901, 442 (R - P)

Eksempel 1.13:

Finn (1—j)™° ved hjelp av Euler.

i3

Lesning: Skriver farst om til eksponentiell form: 1 —] = ﬁ(cosg—jsing) = .J2e

Dette gir:

(7" (.5m (.
(1-)* = ﬁej( 2 = /2" Eéj( 3 =2° [ej(g) = 32(Cosg‘ising) = 32

X
Her har vi blant annet benyttet at e‘ er periodisk med periode 2TT.



Oppgaver

1. Leslikningen o+ 4x+13 = 0

2. Forenkle uttrykkene:

3 (5+i9)T2-))-(3+]) D 5

3. Konvertér falgende komplekse tall fra polar til rektangulea form:

a z=.30-2 b) z=60

wig

4. Konvertér falgende komplekse tall fra rektangulaa til polar form:

a z=-3+j5 by z=-2-j2./3

5. Regn ut og skriv svaret pa eksakt polar form:

4-i8 n n
a) 173 b) 253—2[352

6. Finn de komplekse |gsningene il likningen 2x*—3x+2 =0 og skriv svaret pa

polar form.

10



Ekstraoppgaver

3+] , (1=D(2+]3)

E1l. Forenkle uttrykket z = 2] i5 mest mulig pa rektangulea form.

E2. Finn tallverdien til det komplekse tallet som har realdel 2 og vinkel g

E3. Finn det kompleksetallet z som oppfyller likningene:

a)ﬂ_z__zzi b)

1 2 1 2+7
1+ ] +] z 2+j3 3-j2

- ) 22+2:1+J2

E4.Gitt z; = 1% 09z, = —2.

J2
a) Skriv begge tallene bade pa polar og eksponentiell form.

z
b) Benytt den eksponentielle skriveméaten til & beregne kvotienten f :
1

c) Beregn den samme kvotienten parektangulae form og visat svaret er det sammesomi b).

Z\ 6
ES. Gitt z; = 1+j./3 og z, = 1—j.Bestem (;D parektangulea form!

E6. Skriv det kompleksetallet z = —6—1@—2 pa
(3-i4/3)
a) Eksakt rektangulag form

b) Eksakt polar form (Ga veien om eksponentiell form)

c) Bruk resultatene fraa) og b) til & bestemme de eksakte verdiene av cos%[ og sin %[

N
E7. Finn tallverdien til det komplekse tallet z = ﬁ—ﬁijiz)—

E8. Finn ./j parektangulaa form og kontrollér svaret ved & oppheyei andre.

11



2 Genedt grunnlag
Tredjegradslikninger

| starten pa det farste kapitlet sdvi at en andregradslikning kan haingen, en eller to Igsninger.
Nar likningen er av tredje grad, kan vi haopp til tre lgsninger. Vi er avhengige av at vi ser den
ene lasningen for at vi skal kunne greie & finne de to andre.

Vi kan for eksempel se palikningen x>+ 4x2 +x—26 = 0 N&r vi skal “se” en |@sning betyr
det at vi setter inn en heltallsverdi i stedet for x og gekker om likningen stemmer. Det er
naturlig & preve med enkle tall som 1, -1, 2 osv. helt til vi far klaff. Her stemmer det darlig

helt til vi forsker x = 2. Viférda 25+ 4% +2-26 = 8+16+2-26 = 0

Vi har dafunnet en lgsning: x = 2. Og siden X+ 4x° +x—26 = 0 for x = 2, Max—2
vagre en faktor i x° + 4x° + x — 26! Vi kan n&faktorisere x° + 4x° + x — 26 ved &foreta

polynomdivisjonen (x3 + 45+ x— 26) + (x—2) Dette er omtrent som et vanlig divigons-
stykke, med den forskjellen at vi ma regne med en ukjent starrelse (x).

Nar vi dividerte med bare tall, kunne et divigonsstykke se dlik ut:
22528 : 31 =726

217
828
62

208

186

22
, o _ _ 22
Vi fant altsaat 22528 + 31 = 72633_

Vi bruker ngyaktig samme prinsipp nar vi polynomdividerer. Vi forsaker:

(x3+4x2+x—26)+(x—2) = X+ 6x+ 13
x> — 2%
6x° + X — 26

6x2 —12x
13x—-26
13x—26

12



Vi har n&funnet ut at x° + 4x° + x— 26 = (x=2) E(x2+ 6x + 13)

Det gjenstér da bare & finne lgsningenetil likningen x° + 6x+ 13 = 0

abc-formelen gir: x = —6£ 3652 “236_52 , Som betyr at denne likningen ikke har noen reelle | gs-

ninger.

Vi ma da konkludere med at x° + 4x° + x—26 = 0 har bare en reell lgsning, nemlig x = 2

Eksempel 2.1:

3 2
Finn alle Izsningene til tredjegradslikningen 4X™ —21x" +2x+15 = 0
Losning: Farst ma vi prove & “se” enlgsning. X = 1 gir4—21+ 2+ 15 = 0O Bingo!

Vi ma derfor polynomdividere med X = 1 for & f& faktorisert uttrykket:

(4x3 —21x% + 2x + 15) = (x—1) = 4x*—17x—15
4x3—4x2
—175% + 2x+ 15

—17x% + 17x
—15x+ 15

—15x+ 15

Davetvi at 4X° —21x% + 2x + 15 = (x—1) [{4x° — 17x — 15)

2
M4 na finne Igsningen til 4X~ —17x—15 = O:

17+ ./289+240 _ 17+23 _ __ 3
X= 8 =75 =°U7%

_ _ _ _ _ 3
Da har vi alle tre Igsningene: X; = 1,X5 = 5,X3 = —Z

13



Merk at framgangsmaten er den samme dersom vi skal faktorisere 43 - 21x° + 2x + 15 , men

vaa Klar over at tallet foran x° -leddet dama vae med i tillegg. Vi har altsd at

43 —21x° + 2x + 15 = 4(x—1)(x—5)(x+i) = (x=1)(x=5)(4x + 3)

Delbr gksoppspalting

Dette er en teknikk som ofte benyttesi forbindel se med integrasjon eller transformasjon av
brekuttrykk. | faget Diskret matematikk og lineas algebra brukte vi den sdkalte kjapp-
metoden nar vi skulle foretainvers z-transform. Denne metoden kan alltid benyttes nar nev-
neren bestar av et antall ulike ferstegradsfaktorer. Dersom kjappmetoden har gétt i glemme-
boka, ma den repeteres umiddel bart!

Dersom brekuttrykket som skal spaltes opp bestar av andregradsuttrykk, blir oppspaltingen

19x+9 _ A +Bx+C

(x—4)(C+1) X=4 41

noe mer arbeidskrevende. Vi kan se pa uttrykket

Legg merketil at telleren over andregradsuttrykket blir et farstegradsuttrykk og ikke bare et
enkelt tall!

Konstanten A kan finnes ved hjelp av kjappmetoden fordi den star over en farstegradsfaktor:
19M4+9 _ 8

A =
#+1 U

=5

Ved & sette hele uttrykket pa felles brakstrek far vi na

5x’+5+Bx’—4Bx+Cx—4C _ _ 19x+9
(x—4)(x* + 1) (x—4)(x* + 1)

Vi kan na finne konstantene B og C ved & sette opp en likning for xz-leddene, en likning for

5+B=0
B=-5
x-leddene og en likning for konstantleddene. Vi far da: {C—4B = 19] = [C ~ J
5-4C = 9 T

(Farstelikning gir B = -5 og densiste C = —1. Den midtre likningen ma selvfelgelig ogsa
stemme, og Vi bruker derfor denne som kontroll pa at vi har regnet riktig: —1 +20 = 19)

Dakan vi puste lettet ut og konkludere med at

19x+ 9 _ 5 +—5X—1: S oSx+1

x=)C+1) X=4 P41 X4 %4

14



Eksempel 2.2:

2% -5

x3 + 3x2 + 10x

Delbrgksoppspalt uttrykket

3 2 2
Lesning: MA farst faktorisere nevneren: X~ + 3X~ + 10X = Xx(x~ + 3x + 10)

2
Det er ikke mulig & faktorisere X~ + 3X + 10, og vi kan derfor ikke benytte kjappmetoden pa denne del-

brgken.
- 2%-5 _ A Bx+C
Vi far da: > = _+—E——
x(xX“+3x+10) X x“+3x+10

Husk for all del p& at det blir fgrstegradsuttrykk i teller nar vi har andre grad i nevner!

. N . . _=5_1
Vi kan ogsé her finne konstanten A ved hjelp av kjappmetoden: A = 16 = _é
Sa setter vi hele uttrykket pa felles brgkstrek og far:

123 2
—=X"—zX -5+ BX" + Cx 2
2 2 _ 2X =5
2 B 2
X(x~ +3x+ 10) X(x” + 3x+ 10)
-1 -
—Z+B=2
2
Likningene blir slik: | 3
’ —S+C=0
2
| 5=-5 |

1 5 3

2 —= 2x + =

. . _ _ 2X =5 2 2 2
Vifinnerndat B = = og C = —,noesombetyrat—s——z—— ==+ =
2 2 C+3x+10x X x?+3x+10

Vi begynner a beherske delbreksoppspalting ganske bra etter hvert. Det er imidlertid et par
ting til vi makjennetil. Det ene er hvordan vi skal ga fram nér vi har gjentatte ferstegrads-

faktorer i nevneren, for eksempel (x—2)2. Vi skal davenne osstil & beregne en delbrek for

faktoren i andre og en for faktoren i farste, atsa A, B Hvordan dette skal gjaresi

(x-2)* X=2

praksis, er vist i eksemplet pa neste side.
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Eksempel 2.3:

2
X +x+3

Delbrgksoppspalt uttrykket - >
(x+1)(x-2)

Lgsning: Her har vi en dobbel farstegradsfaktor i nevneren, og i falge oppskriften nederst pa forrige side
2
+ X+
X +X+3 = A + B + C
(x+)(x-2)* X*1 (x-2)* x=2

ma delbraksoppspaltingen da bli slik:

(-3° 3

1-1+3 1
Farst beregner vi A ved hjelp av kjappmetoden: A = —————— =

Nar vi na skal sette hele uttrykket pa felles brgkstrek, ma vi veere litt p& vakt. Husk pa at felles-

nevneren skal veere (X + 1) (X — 2)2 !

Vi fér da:
1 1 2
3 B c é(x—Z) +B(x+1)+C(x+1)(x-2)
+ + = =
X+1 (x—2)2 X=2 (x+1)(x—2)*
12 4 4 2
3x 3x+3+Bx+B+Cx Cx-2C

(x+1)(x-2)°

+C =1

Wik

4
Dette gir disse likningene: -3 +B-C=1

4
- 4 o
_3 B 2C - 3_

2
Den ferste likningen gir C = 3 og da ferer den andre tiat B = 1+ 3 +C =3

4 4
Den siste likningen kan vi n& benytte som kontroll: = + 3—= = 3 Heldigvis! Da slipper vi &

3 3

regne alt sammen pa nytt!

1
5 e
X +Xx+3 _i+ 3 +3

(x+1)(x=2)% X

Svaret blir altsé:



Dagjenstdr det bare en ting til far vi kan si at vi behersker delbrgksoppspalting til fulle: Nar
graden i teller er lik eller starre enn graden i nevner, mavi foreta polynomdivisjon til vi star
igjen med et uttrykk der graden i teller er mindre enn graden i nevner.

Eksempel 2.4:

Delbrgksoppspalt uttrykket

Lasning:

x3+2x
X —5x+6

Her ser vi at graden i teller er starre enn graden i nevner. Vi ma da foreta polynomdivisjon far vi

delbrgksoppspalter:
(3 +2x) + (* =5x+6) = x+5+—22—1—x—_—30-
X —5x+6
X — 5x2 + 6X
5x2 —4X
5x° — 25x + 30
21x—-30

Vi ma med andre ord delbrgksoppspalte uttrykket
21x-=30 _ _21x-30 _ A , B
¥ _5x+6 (X—2)(x-3) x-2 x-3

42-30 _

_ 63-30 _
53 = -1209B = =

3-2

33

Kjappmetoden gir: A =

3
X+2x  _ . 12 33

Vi kan da konkludere medat ———— = X+ 5——+ ——
x> _5x+6 X—2 X-3
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Oppgaver

7. Las likningene:

a)

x°—19x+30 = 0

b)

8. Delbrgksoppspalt uttrykkene:

a)

2X
2
X +4x-5

3x% + 13X — 2
(x+1)%(x-3)

b)

d)

x3—8x2+5x+ 14 =0

5x+6
(x=2)(C + 4)

18



Ekstraoppgaver

E9. Faktorisér uttrykkene:
2 2
a) X —5x+4 b) 3x" —8x—-16

Q)X =75’ + 7x+ 15 d) 5x° — 12x° + 17

E10. Delbrgksoppspalt falgende uttrykk:

5 =2 ) 6X°
X2 —B5x+4 3x° —8x—16
2 4 2
o) 12x" -1 d) X =3x"+7

2 —7x% + 7x + 15 5x° — 12x° + 17
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3  Funkgoner

Grafer

En graf er en kurve som angir sammenhengen mellom to sterrelser. Det er vanlig a tegne
grafer i et koordinatsystem bestdende av to akser. Dersom vi gnsker dillustrere jordas
befolkningsvekst pa siste halvdel av 1900-tallet, kan vi markere arstall pa den ene aksen og
folketall pa den andre. Laoss antaat vi har en tabell som viser folketallet pajordafor hvert
femte & i denne perioden (folketallet er her angitt i milliarder mennesker):

1950 | 1955 | 1960 | 1965 | 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000

2.519| 2.756 | 3.021 | 3.335 | 3.692 | 4.068 | 4.435 | 4.831| 5.264| 5.674| 6.071

Tabell 3-1: Verdens befolkning fra 1950 til 2000

Vi kan na plotte disse punktenei et koordinatsystem. Vi ma selv velge formatet, dvs
bestemme hvor mange ar per cm og hvor mange milliarder mennesker pr cm. Her kan det
passe med 5 & pr cm og 1 milliard mennesker pr cm. | tillegg mavi bestemme om vi makutte
noen av aksene, og Vi finner da ut at tidsaksen ma kuttes, da det ikke er hensiktsmessig atgye
denne helt ned til &r 0.

p (milliarder)

= @
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000

Figur 3-1
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Nar vi kjenner s mange punkter pa grafen kan vi skissere hele grafen ved a tegne en forbin-
delseslinje mellom punktene. Disse linjene maikke vaae rette, men de mafelge krummingen
pakurven. Vi kan nd gainn pa hvilket som helst ar og lese av folketallet pa jorda det aret.

p (milliarder)

@&
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000

Figur 3-2

Vi har nategnet en graf over folketallet p pajordasom funksion av tidat. Det er vanlig asi
at sterrelsen paden vertikale aksen (i dette tilfelle p) er en funksjon av starrelsen pa den
horisontale aksen (t). | matematisk sammenheng skriver vi p(t) og damener vi p som funk-
sonavt.

Det kan egentlig lages tabeller og skisseres grafer over det meste vi kommer ut for til daglig.
Bare tenk etter selv: Tidspunktet ndr du star opp, hvor mange kalorier du spiser til frokost,
antall millimeter nedbgr i l@pet av natta, gjennomsnittshastigheten pa vei til skolen osv osv.

M atematiske funks oner

| matematikken holder vi ofte (men ikke alltid) pa med teoretiske grafer der vi har gitt et
funkgionsuttrykk f(x) som vi kan benytte for & beregne starrelsen f ndr vi kjenner starrelsen

X. Dersom vi setter inn én x-verdi, skal vi faut én funksonsverdi. Dette er et ufravikelig krav
nar det gjelder matematiske funksjoner. Vi kan derfor ikke si at uttrykket

_ —biA/b2+24

5 er en funksion fordi vi her far to ulike funksonsverdier for en og samme

X

verdiav b.
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2 3
X" —=x

-2
vi farst sette opp en tabell og deretter tegne grafen ut fratabellen. Vi velger alage en tabell
for alle heltallige x-verdier mellom -5 og 5:

Vi kan se pafunksjonsuttrykket f(x) = . For ategne grafen til denne funksionen ma

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-4.64 | -3.67 | -2.70 | -1.75 | -0.83 |0.00 | 0.50 | ------ 450 [ 5.00 | 5.83

Tabell 3-2: Funksjonen f(X)

Her mavi merkeossat x = 2 ikke gir noen bestemt funksionsverdi (og grunnen til det er at
vi dafar null i nevneren). Det er ikke salurt abegynne ategne grafen fer vi kjenner til hvasom
skjer omkring x = 2, sdderfor regner vi ut f(1, 99) og f(2, 01) ferst. Vi finner daut at
f(1,99)=-97,5 og at f(2,01) = 102, 5

Da skjanner vi forhdpentligvis hva som skjer omkring x = 2 (1?!) og vi kan skissere grafen
sann omtrentlig:
f(x)

Figur 3-3

Den vertikale stiplede linja x = 2 er inntegnet for dillustrere at grafen aldri kan krysse
dennelinja. Vi sier at x = 2 er en vertikal asymptote til funksonen f(x) .
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Definig onsmengde og ver dimengde

Definigonsmengden til en funksjon f(x) skrives D; og er definert som mengden av alle x-

verdier vi kan putte inn i funkgonen. Dersom f(x) er funksjonen paforrige side, kan vi
skrive D; = R\{ 2 , som forstés slik: Definisjonsmengden til funksjonen f(x) er alereelle
tall med unntak av tallet 2.

Verdimengden til en funksjon f(x) skrives V; og er definert som mengden av alle funksjons-

verdier vi kan fa ut av funksjonen. Dersom f(x) er funksonen paforrige side, kan vi skrive
V: = R\(0, 5), det vil s allereelle tall med unntak av intervallet mellom 0 og 5. (Dette er

ikke helt riktig hvis vi gransker figuren ngye, men siden vi ikke kjenner til noen metode for &
finne ut ngyaktig hvor grafen snur, sa far vi godta dette svaret inntil videre.)

Eksempel 3.1:

Bestem definisjonsmengde og verdimengde til funksjonen p(t) i figur 3-2.

Losning: Viserav grafenat Dy = [1950,2000] og at Vp = [2%,6}

Eksempel 3.2:

Figur 3-4 viser arsvariasjonen i dagtemperaturen ved malestasjonen Voll i Trondheim for 2003. Bestem
definisjonsmengde og verdimengde til funksjonen T(t) .

T(°C)
20—+
15—

10—+

0 | | } } } I } I I I I — t (méneder)
12

Figur 3-4

Losning: Leser av grafen at Dy = [0,12] og V;=[-3,17]
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I njektive funks oner

Eksempel 3.3:

Tautgangspunkt i figurene 3-2 og 3-4 og besvar fglgende sparsmdl:
a) Hvilket ar var verdens folketall 5 milliarder?

b) Nar var dagtemperaturen i Trondheim i 2003 10°C ?

Lgsning: a)Vi gar inn pa 5 milliarder pa p-aksen og leser av omtrentlig arstall: 1987

b)Vi gar inn p& 10°C pa T-aksen og leser av 5 og 9 pa t-aksen. Temperaturen var alts&

10°C pa to forskjellige tidspunkt: Mai og september.

| dette eksemplet savi at vi kunne gi et helt konkret svar i oppgave a), men at vi fikk to mulige
svar i oppgave b). Dette inntraff fordi funksjoneni a) er stigendei hele D,, mens deni b) gar

béde oppover og nedover. Vi sier at p(t) i figur 3-2 er en injektiv funksjon mens T(t) i figur
3-4 ikke er det.

Det anbefales & benytte falgende definisjon painjektive funksjoner:

En funkgon er injektiv dersom ingen horisontal linje skjaerer grafen mer enn en gang.

Eksempel 3.4:

Er funksjonen f(X) i figur 3-3 en injektiv funksjon?
Legsning: Av grafen ser vi for eksempel at den horisontale linja Y = -2 skjeerer grafen to ganger.

Funksjonen f(X) er derfor ikke injektiv.
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I nver se funks oner

Vi tar igjen for oss den injektive funksionen p(t) for verdensfolketal i figur 3-2. Det er

ingenting i veien for at vi kan snu paflisa og tegne funksionen t(p) i stedet. Denne funk-
sionen vil i safal bli som vist pafigur 3-5.

t (&)
2oom‘-
1995 |
1990
1985_|
1980
1975
1970
1965
1960

19551

1950—5

I | I L p(mllllarder)
1 2 3 4 5 6

Figur 3-5

Vi gier at funkgonen t(p) i figur 3-5 er den inverse funksonen av p(t) i figur 3-2. Alle
injektive funksoner har en invers funkgjon, mens ingen ikke-injektive funksjoner har det.
Hvatror du er grunnen til dette?

Svaret ligger i eksempel 3.3. Der benyttet vi oss av den inverse funksjonen til & besvare
spersmalene. Det farste sparsmalet kunne vi besvare helt greit ved afinne t(5milliarder).
Pa det andre spagrsmalet endte vi opp med to forskjellige svar, mai og september. Grunnen til
dette er at funkgonen T(t) i figur 3-4 er ikke-injektiv og at den dermed ikke kan ha noen
inversfunksjon t(T) . | dettetilfellet fikk vi at t(10°C) gaossto funksonsverdier, og dette er
joklart i strid med kravet til matematiske funksioner som ble nevnt nederst pa side 21.
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Vi skal naforsake afinne den inverse funksonen til en gitt injektiv funksjon f(x) . Det vi da
magjere er afinne x(f) , men dette er jo en veldig “bakvendt” skrivemate, sa vi pleier derfor

& kalle den inverse funkgonen for f(x) i stedet.

Her er det viktig & vaare klar over at f_l(x) # fi !

(%)

Eksempel 3.5:

Finn den inverse funksjonen til f(X) = 2x—6 D =R

Lasning: Det bgr veere innlysende at funksjonen f(X) er injektiv. Vi skal n& prgve a fglge en bestemt
oppskrift for & finne den inverse funksjonen:

Vi skriver farst Y = 2X —6 oglar s& X og Y bytte plass: X = 2y —6

N& er det bare & finne Y som funksjon av X og vi har den inverse funksjonen:

X=2y-6=>2y = X+6=>y = %x+3

-1 1
Den inverse funksjonen til f(X) = 2x—6 eraltsa f "(X) = éX +3

Vi skal nalaae oss en regel som viser seg & bli nyttig nar vi skal finne litt mer kompliserte
inverse funksjoner.

| eksempel 3.1 fant vi at definigonsmengden og verdimengden til grafen p(t) i figur 3-2 var

henholdsvis D, = [1950,2000] og V= B,a} |

| figur 3-5 skisserte vi den inverse funksonen t(p) . Her ble selvfglgelig D, = [26} 0g

V, = [1950,2000] . Vi ser at definisions- og verdi-mengden blir byttet om!

Vi kan altsa formulere falgende regel for inverse funksoner: Df_l = V; og Vf_l = Dy
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Eksempel 3.6:

2
Finn den inverse funksjonen til f(X) = X" —2x+5 Df = [1,00>

Lasning: | utgangspunktet er alle andregradsfunksjoner ikke-injektive og da kan vi som kjent ikke finne
noen invers funksjon. Men i dette tilfellet er definisjonsmengden begrenset slik at funksjonen er

-1
injektiv innenfor Df, s& da skal det per definisjon veere mulig a finne f (X) . Vi forsgker &

benytte oppskriften fra forrige eksempel:

2 2
Vi skriver farst Yy = X —2X+ 5 oglars& X og Y bytte plass: X = Yy —2y+5

Denne likningen kan lgses ved hjelp av abc-formelen:

y2—2y+(5—x) =0y =

Na gjenstar bare ett problem: Skal vi bruke pluss eller minus? Dette kan vi avgjgre ved & kikke
pd D¢ somer [1,00 > Damé&ogsa Vf_l veere [ 1,00 > og da skjgnner vi at vi er ngdt til

& bruke pluss-tegnet i uttrykket.

2
Vi kan ogsa kontrollere at Df_l = V;:Detminste talleti Vi maveere 1" =2 [ +5 = 4,

sikat V; = [4,00> Daerogsa Df_l = [4,0 >

Vi ser at dette stemmer rdbra i og med at det minste tallet vi kan sette inn i rottegnet er nettopp

X = 4. Vikan da konkludere med at f_l(X) =1+.Jx-4 Df_l = [4,00 >

-1
Til slutt kan vi forsgke & skissere f(X) og f ~(X) i samme koordinatsystem.

f(x)

6 f(x) 4

=
N
w—+
B
[é)]
(o]
~
(o]

Her legger vi merke til en ting til, nemlig at de to funksjonene ligger symmetrisk om y = X!

2+ A/4_24(5_X) — 2+ A/42X_16 — 11/\/)(T4
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Eksponential- og logaritme-funks oner

Det forutsettes nd at de mest grunnleggende regnereglene for eksponential- og logaritme-funk-
goner er kjent fratidligere. Her ngyer vi oss med en kort oppsummering:

kx
a

logl = 0 logx + logy = log(xy) logx —logy Iog§ Iog(xk) = klogx

Nar vi skriver log kan grunntallet vaare hva som helst. Bruker vi |g (Briggske logaritmer) er
grunntallet 10, og nar vi bruker In (naturlige logaritmer) er grunntallet e = 2, 718281828 .
Dette er det mest brukte grunntallet i logaritme- og eksponential-regning. | de neste reglene
benytter vi e som grunntall:

X
_ k

=1 e = &MY € - g (€)' = &

y

e
In1 =20 Inx+ Iny = In(xy) Inx—Iny = In§ In(xk) = Kklnx

a

™ = x In(e") = x M = g™ = @ In(a€’) = Ina+Ine" = x+Ina

Ellers kan det vaae greit @ merke seg at ale rene eksponential- og logaritme-funksoner er
injektive, slik at de ogsa har sine inverse funksjoner.

Eksempel 3.7:

X

Finn den inverse funksjonen til f(X) = e D = R

3 3
Losning: Vi praver den oppskriften vi er blitt vant til: Y = € gir X = € , ogvimalgse denne

Y
likningen med hensyn pd y: InX = Ine :g = Inx=y = 3lnx

X

-1
Den inverse funksjonen til f(X) = € = eraltsa f (X) = 3Inx
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Eksempel 3.8:

X
Los likningen 10° = e
Lagsning: Vi benytter naturlige logaritmer til & Igse likningen, og tar derfor In av begge sidene:

X — — —
In10” = Ine=>x0n10 = 1=>x = _Inlo

Eksempel 3.9:

2
Lgs likningen € X_ & = 240

2 2
Lgsning: Her ma viinnse at € X = (ex) .Vikan dainnfare y = eX og fa falgende likning:
2
y —-y-240 =0

abc-formelen gir da:

— - . — —_—
y = LE/T ;1[( 240) _ 1961 _ 1£31 _ 1o 1c

2 2

X X
Vi stér nd igjen med de to likningene € = 16 og € = —15 hvorav den siste ikke har noen

4
lgsning. Vi sitter da igjen med svaret X = In16 ( = 1In2 = 4In2)

Eksempel 3.10:

Los likningen InX+ In4x = 1

Lgsning: Her kan vi sl& sammen venstresiden til én logaritmefunksjon:

I

2
In(xMAx) = 1= In(4x2) =1=e"™) =4l = e X

e e
Da blir X = ii , men siden vi ikke kan ta In av negative tall blir svaret bare X = i
2 2

Eksempel 3.11:

%

Forenkle uttrykket IN9 + %In(exz) + |n§)—? mest mulig.
Lasning: In9+%|n(ex2)+ |n3£§ - In32+%(lne+ Inx®) + InJe—In3x =
1 1 _ 1 1 _
2In3+ §(1+2Inx) + élne—InS—Inx = In3+§+ Inx + é—lnx =1+In3
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Trigonometriske funksoner

| matematikken opererer vi med to forskjellige vinkelmal, grader og radianer. Omregnings-

. Tt
faktoren mellom disse to er 180°"
Derfor blir en rett vinkel som er 90° lik 90° D1—8%—0 = g radianer.

P4 samme méte blir en vinkel som er 1 radian lik 1 [118?0 =57, 3°.

Deadller fleste er sikkert mest fortrolig med grader som vinkelmal, men i matematikken er det
radianer som blir mest benyttet. Det er derfor like greit & venne seg til radianene farst som
sist. Vi mavel ogsa friske opp hvordan de trigonometriske funkgonene ser ut. De er her skis-
sert for vinkler mellom —1t og 21t radianer.

sinx

Figur 3-6. De trigonometriske funkgonene sinx, cosx og tanx.
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Nar det gjelder trigonometriske formler nayer vi oss her med a repetere noen regneregler for

. . ) .2 2 _ _ sSinx

sinus, cosinus og tangens: sinx +cosx =1 tanx = —
COSX

sin(uzv) = sinucosv £ cosusinv cos(u£Vv) = cosucosv ¥ sinusinv

. : 2 .2

Sin2u = 2snucosu COS2uU = cosu —sinu

Eksempel 3.12:

Finn X [0, 21T > som tilfredsstiller falgende trigonometriske likninger:

a) s'nzx —2§nx+§ =0 b) s’n§< —2cosx+%f =0

. 2 3
Lesning: a) Vi setter U = SINX og far andregradslikningen U~ —2U + 4_1 = 0 som har de to lgsnin-

gene U =

NIWw

_ 1
Du—z.

.3 . o1 , _T _ om
SINX = Z haringen lgsninger, mens SINX = Z har lgsningene X; = ~ og X, = — .

2 2 6 6

(Den farste lgsningen kan vi finne i eksaktverditabellen pa side 6, den andre ved hjelp av sym-
metri: X5 = TU—X;)

b) Her kan vi ikke bruke U med en gang fordi vi har bade cosinus og sinus involvert. Men det er

. 2 2
ganske enkelt & skrive om SINX til 1 — COSX , og da kan vi komme oss videre:

s’n§< —2cosx+iz0:1—coszx —2cosx+%f = 0:>—coszx —2cosx+§ =

. _ . - 2 5 _
Da kan vi sette U = COSX og fa andregradslikningen —U~ —2u+ = = 0.

4
_ \ - _ 5 _1
Lasningene pad denne blir U = — Ju = =.
2 2

_ : : _1 .

COSX = —5 har ingen lgsninger, mens COSX = é har to lgsninger:
M ., - 5m .
X1 = 3 og Xy = 3 . (Tabell og symmetri)
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Eksempel 3.13:

Finn X [0, 21T >  som tilfredsstiller falgende trigonometriske likninger:

a) sin2x = 1 b) SinX + 2cosx = 3
tanx ﬁ

Lgsning: a) Vi bruker formlene pa foregaende side til omskrivning av sin2x og tanXx slik at likningen

. . : 1 : _ COSX
bestar av bare SINX og COSX: SIN2X = —— = 29NXCOSX = ——
tanx snx

Sa multipliserer vi hele likningen med sinx (her ma vi forutsette at X Z O og X # TI):
.2 . 2
2sinX cosx = cosx => cosx(2sinx —1) = 0

. 2
Vi ser nd at vi far lgsninger nari) COSX = 0 ogii 29inX —1 = 0

.. _3n o2 1 o1 _ 2
i) gir: Xg = EDXZ = ?,mensu)glrsmx = §:>SInX = 172 = i?
i =2y 2Tg, 30 oo W2 _5m, _Tn
sSnx = 2:>x3—4Dx4— 7 09 SINX = =57 = X5 = 4Dx6— 7
Lesningene blir: X; = gDX2 = 3—2TIDX3= EDX4= 3IT[DX5 = SZT[DXE; = 141;[

. 2 2
b) Denne likningen ser noksa uskyldig ut, men siden bade SINX og COSX mangler, er det

. 2 . 2 9
eneste som nytter & kvadrere begge sider: SINX + 4SINXCOSX + 4COSX = 5
L . 2 2 o . L
Multiplikasjon med SINX + COSX = 1 pa hayre side gir n&:
. 2 : 2 9.2 9 2 7.2 . 1 2
SiNX +4sinXcosx + 4cosX = zsmx +§cosx :—5 nx +4S|nxcosx—§cosx
A 2 . -
Divisjon med COSX gir oss en andregradslikning med tanx!
7, 2 1 1
—-tanx +4tanx—= = 0= tanx = ztanx = 1
2 2 7
1 T STT
tanx = = x,=0,1420x,=3,283 og tanx = 1 => X5 = X, = =—

7 4 4

Pa grunn av kvadreringen i starten er det bare to av disse lgsningene som er riktige. Ved &

Tt
sette prove pa likningen finner vi at Igsningene blir X, = 0, 142 X5 = Z
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| nver setrigonometriske funks oner

Figur 3-6 viser tydelig at ingen av de tre funksjonene sinx, cosx eller tanx kan vaae injek-

tive. Denrettelinjeny = % vil skjeere alle tre kurvene mange ganger. Men som vi har sett

tidligere, kan vi ved a redusere definisjonsmengden til funksjonene fa dem til abli injektive.

Vi kantaf(x) = sinx som eksempel. Dersom vi reduserer D; til & omfatte et intervall der
grafen er stigende hele tida, har vi laget oss en injektiv funksjon. Vi finner av grafen paside

30 at vi kan velge D; = [—gg} somgiross V; = [-1, 1] .

Men hvaer funksjonsuttrykket for den inverse funksjonen? Dette er umulig & regne ut, sa vi

innfarer bare funksonen f_l(x) = arcsinx, (arcussinus x), som er definert som den inverse
funkgonentil f(x) = sinx og som har Df_1 =[-1,1] og Vf_1 = [—g g}

Vi er ndi stand til & skissere funksjonene f(x) = sinx og f (x) = arcsinx i et koordinat-
system og se hvordan de tar seg ut. Legg merke til symmetrien om linjay = x!

arcsinx

1 Sinx

Figur 3-7. sinx og arcsinx i samme koordinatsystem

Men hvaer egentlig arcsinx? Av figuren ser vi f. eks. at arcsinl = g

Dette betyr jo at arcsinx rett og slett er en vinkel! Egentlig ganske logisk fordi sinx og
arcsinx er inverse funksioner. Altsd er sin(arcsinx) = x og arcsin(sinx) = x.
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Eksempel 3.14:

Finn den inverse funksjonen til g(X) = tanx

Lesning: Funksjonen g(X) = tanXx er, som vi allerede har nevnt, ikke-injektiv. Derfor ma vi farst av-

grense Dg til et omrade der grafen er stigende. Ut fra grafen pa forrige side ser vi at

TU
Dg = (—5 ’E passer bra. Sa var det & finne funksjonsuttrykket for den inverse funksjonen:

Vihar Yy = tanX, ognar X og Y bytter plass farvi X = tany.

Nar vi lgser denne likningen med hensyn pa Y, far vi y arctanx (jfr det vi gjorde for

SINX pa foregaende side).

-1
Da har vi funnet at den inverse funksjonen til g(X) = tanx er g ~(X) = arctanx, der

TU T,

Dg_l = Rog Vg_1 = (—5,5 :

Eksempel 3.15:

Finn et annet uttrykk for cos(ar ctanx)
Lasning: Her ma vi la tankene vandre i retning rettvinklede trekanter et lite gyeblikk. ar ctanx er jo en

vinkel, og tangens til denne vinkelen skal alts& vaere lik X. Vi kan med andre ord smekke opp
falgende figur:

arctanx

: . - X _
Vi ser at dette m& stemme: tan(arctanx) = 1= X

Men hva blir da cos(ar ctanx) 2

2
Jo, Pythagoras gir at hypotenusen i trekanten mé veere A/ 1 + X~ , og da kan vi lese direkte fra

_ 1
trekanten at cos(arctanx) =

2
1+x
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Oppgaver

9. Gitt funkgonen f(x) = J/x+2 xd[-1,7]
a)  Finndeninverse funksonen f_l(x) .Angi D 1 09 Vf_l.
b)  Skisser begge funksonene i samme koordinatsystem.

c¢) Finnkoordinatene il skjaringspunktet mellom kurvene.

10.L gs likningene:
a e¥-4am®+3=0
b) In(x=1)+In(x—e) =1

) e +5e =6

11.L os falgende trigonometriske likninger for x I [0, 21t >
a cos2x+sinx =1
b)  (cosx—sinx) [(tan2x = cosx

C) cosx+2shx = -2

12.Benytt rettvinklede trekanter til alase likningene:

a arcsinx = arctan%r b) arcsinx = 2arcsin%

Hint: sin2u = 2sinucosu
13.Gitt funkgonen f(x) = Incosx

a) Finnden sterste mulige D; nér felgende to krav skal vaare oppfylt:

i) x = 2 skal vaaemed i D; ogii) f(x) skal haeninversfunkson.

b) Finn deninverse funkgonen f_l(x) 0g angi Df_l 0g Vf_l
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Ekstraoppgaver

E11l. Gitt funkgonen f(x) = In(5+ 4x— xz) som har et maksimumspunkt i (2,In9).

E12.

E13.

El4.

E15.

E16.

a) Angi den sterste definigonsmengden funksonen kan ha dersom f(x) skal vaae

synkendei hele D;.

b) For hvilken verdi av x vil den inverse funksonen f_l(x) ha en funksonsverdi lik

4? (NB! Du trenger ikke finne f_l(x) for & greie dette spgrsmalet!)

c) Utled den inverse funkgonen f_l(x) nar D; er som funnet i a). Angi D..0g V..

Kontrollér at svaret du fant i b) stemmer.

Forenkle uttrykkene:
a (€ —e™)(xe“+1) b) InJ/8—In2-3In.2
Las likningene:

X2 — 2%

a e =1 b) (Inx)®+4Inx—-12 = 0
Forenkle uttrykkene:

) 2 sin2x
a (1-snv)(1+taiv) b) 1+ cosox
Beregn den eksakte verdien av uttrykkene

sinv CosvV_ . 3 _
+ = 2
) T+ cosv  Ttany & v =7 (v ligger i ferste kvadrant)

b) SiX — cos2x + tanx nér cosx = %5

Dersom tana = % og tanf3 = é hvaer datan(a +3) ?

Hint: Formler pa side 31!
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4  Derivagon

Signingstall

Stigningstallet er et av de viktigste begrepene nar vi jobber med grafer. Stigningstallet er et
mal pa hvor fort funksonsverdien endrer seg nér x aker. Grafen til en lineag funksion, f.eks.
f(x) = 2x—6, stiger jevnt hele tida, og stigningstallet er derfor konstant. Vi kan selitt pa
grafen til denne funksjonen og definere mer ngyaktig hva som menes med stigningstall.

f(x)

Figur 4-1

Stigningstallet er definert som tangens til helningsvinkelen a (sefigur). Vi kan benytte bok-
Af

staven a som symbol for stigningstallet. Vi fardaa = i tana . Vi kanregne ut a ved a

velge et intervall pa x-aksen, f.eks. intervallet mellom x = 1 og x = 5. Saleser vi av funk-
gonsverdienetil disse to x-verdiene og finner at f(1) = —4 og f(5) = 4. Stigningstallet til

. oo _ O _4-(4) _8 _
funkgonen f(x) blirnaa = A - B5-1 —a° 2

Etter som denne grafen er lineaa, har det ingen betydning hverken hvor stort intervall vi vel-
ger eller hvor intervallet ligger pa x-aksen. Men for andre matematiske funksjoner, f.eks.

2 3
X" —=x

f(x) = x—é i figur 3-3, varierer stigningstallet til grafen hele tida. Det kan davaae
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vanskelig alese av stigningstallet til grafen i et bestemt punkt, for eksempel x = —1. Vi kan

alikevel greie dette ved ategneinn tangenten til grafen for x = —1. Tangenten er enrett linje
som tangerer grafen i et punkt uten & skjaare grafen. Pa denne figuren er tangenten tegnet inn:

f(x)

Figur 4-2

Det ber vagre forholdsvis greit dinnse at stigningstallet til grafen i et punkt er det samme som
stigningstallet til tangenten i det samme punktet. Vi kan dalese av stigningstallet noksa nay-

aktig ved a observere at tangenten passerer gjennom punktene (-5, —4,5) og (5, 4,5 ). Vi far

da a = %(:412:(:;11)5 = % = 0,9 Detteer ikke 100% riktig, men et bra overslag.

Eksempel 4.1:

Se pa figur 4-2 og angi i hvilke intervall stigningstallet er i) positivt og ii) negativt

A
Lgsning: i) Etter som stigningstallet er definert som — , betyr positivt stigningstall at Nf og AX mé ha

AX

samme fortegn, eller sagt pa en annen mate: f oker nar X gker. Fra figuren ser vi at dette

inntreffer s&nn omtrent nar X <1 og nar X > 3.

i) Negativt stigningstall betyr tilsvarende at f minker nar X gker. Dette inntreffer i det mellom-

liggende intervallet, nemlig 1 < X < 3, med unntak av punktet X = 2, der hverken funk-
sjonen eller stigningstallet er definert.
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Ettpunktsformel for rett linje

Vi skal ndlaae hvordan vi kan finne formelen til en rett linje nar vi kjenner linjas stigningstall
i tillegg til et punkt palinja. Formelen for en rett linje kan (som vi kanskje kjenner til) skrives
somy = ax+ b, der a er stigningstallet til linjaog b er y-koordinaten der linja skjaaer y-
aksen.

Med de gitte forutsetningene kjenner vi altsd a, sddet er bare b vi trenger a beregne. Vi antar
at koordinatene til det kjente punktet er (X,, Y,) , S& disse koordinatene ma selvfalgelig opp-

fyllelikningen. Vi setterinnog far: y, = axo+b=b = y,—ax,
Det er selvsagt mulig & ga omkring og huske denne formelen for b, men hvisvi gar et skritt
videre og setter dette uttrykket inn i formelen for den rette linja, far vi en formel som er enda

enkleredhuske: y = ax+b = ax+y;—axg=Yy-Yy, = a(x—X)

Det er denne formelen som kalles ettpunktsformelen for en rett linje.

Eksempel 4.2:
a) Finn formelen for den rette linja med stigningstall 3 som gar gjennom punktet (2,7).
b) Finn formelen for den rette linja som gar gjennom de to punktene (-1,3) og (2,-12).

Lesning: a)Vi bruker ettpunktsformelen Y —Yq5 = a(x— XO) og setter inn de gitte stgrrelsene:

y—7 =3(x-2)=>y-7 = 3x-6=>y = 3x+1

b)Her har vi gitt to punkter, men ikke noe stigningstall. Da ma vi fgrst finne stigningstallet ved &
benytte koordinatene til begge punktene. Vi far da:

a:-A-Y:yl_yO:_lz_?’:__lS:
AX X=Xy 2-(-1) 3

Sa kan vi benytte ettpunktsformelen. Det er likegyldig hvilket av de to punktene vi benytter, vel-
ger & benytte (-1,3): Yy—3 = -5(X+1) =>y-3 = -=5x-5=>y = —5x -2
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Derivagon

Nar vi har en matematisk funkgon, slipper vi amale oss fram il stigningstallet i ethvert punkt
pagrafen. Vi kan i stedet benytte spesielle regneregler (derivasjonsregler) som gir oss et
eksakt matematisk uttrykk for stigningstallet som funkgon av x-koordinaten i punktet. Stign-
ingstallet blir altsdikke lenger et konkret tall, men derimot en funksjon av x. Dessuten skal vi
ikke lenger bruke begrepet stigningstall om denne funksjonen, vi kaller den i stedet for den
deriverte.

Far vi gar videre mavi bli enige om hvilken skrivemate vi skal benyttei forbindelse med den
deriverte. Dersom funksjonen vi har i utgangspunktet er y(x) , er en vanlig skrivemate for den

deriverte y'(x) . Vi skal derimot hovedsaklig benytte en annen skrivemate som forteller litt
mer om hva den deriverte egentlig er, nemlig stigningstallet til en graf.

| starten pa dette kapitlet bruktevi a = %ﬁ ndr vi skulle male oss fram til stigningstallet. Vi

skal nabruke en lignende skriveméte for den deriverte, nemlig 3—3)/( Forskjellen mellom Ax

og dx er bare at dx er saliten vi bare métte gnske (infinitesimalt liten). Mens% angir gjen-

nomsnittlig stigningstall over et intervall Ax, angir altsﬁ%( stigningstallet (den deriverte)

nayaktig i ethvert punkt.

Det er nd patide aintrodusere en tabell over de dtte mest brukte derivasjonsformlene:

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
y X" e Inx sinx COSX tanx arcsinx arctanx
1 1
dy n-1 X 1 a 1 —_—
— = COSX —SinX
ax N € X cosX 152  1+%°

NB! Alle de trigonometriske formlene (nr. 4-8) forutsetter at vinklene er angitt i radianer!
Er vinklene angitt i grader, vil formlene bli langt mer komplisert!

Det er en klar fordel & laare seg disse formlene utenat.
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Fer vi begynner & derivere, mavi nesten kjenne et par grunnleggende regler til.

Dersom funksgonen som skal deriveres er en sum eller differanse av andre funksjoner, kan vi
bare ta med oss denne summen eller differansen nar vi deriverer:

dy _ 1, %,

Y =Y1tY=5y = ax T ax

Dersom vi har en konstant multiplisert med funksjonen, kan vi bare ta med oss denne kon-

Eksempel 4.3:

Lasning:

o . o dy _ dy,
stanten nar vi deriverer:y = ki, = == = kG-
dx dx
. . ey .
Benytt blant annet tabellen pa foregaende side til a finne ax av fglgende funksjoner:
_1 _ _ _
ay =% by = 3 oy = 2.J/x dy = In(2x)
X
- 1_5
a) y - 5 -
X
Derivasjon i henhold til formel 1 gir da: d—y = -5 D(_6 = ]
dx 8
by =3
- : , : dy _
y = 3 er en konstant funksjon som hverken stiger eller synker, og vi kan skrive d_X = 0.
1
gy = 2Jx = 2%°
Formellgirdad—y = ZE%X 2 = 1
dx JX
dy = In(2x) = In2+ Inx
. : _ dy _ 1_1
Pa grunn av at IN2 er en konstant, blir den deriverte her d_X =0+ )—( = )—( Dette betyr at

IN(2X) har samme forlap som INX, den ligger bare litt hayere. Stigningstallet er det samme.
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Produktregelen og brgkregelen

Tabellen pa side 40 er veldig nyttig nar vi skal derivere, men vi er ngdt til alaae noen regler
til far vi kan begynne a derivere skikkelig.

En skulle kanskjetro at nar en funksjon er et produkt av to funksjoner, f(x) = u(x) 0/(x), s&

er den derivertelikﬂ = %Dd—v men detteer IKKE RIKTIG!!!
dx dx dx

Vi har i stedet det vi kaller produktregelen (her benytter vi den gamle skrivematen for den
deriverte): f(x) = u(x) O/(x) = f'(x) = u'(x) Bv(x) + u(x) B/ (x)

u'(x) Or(x) —u(x) O/ (x)

Tilsvarende har vi brgkregelen: f(x) = u() =f(x) = >
[v(x)]

V(X)

Eksempel 4.4:

d
Benytt produktregelen og brgkregelen i kombinasjon med tabellen pa s. 40 til & finne —y nar:

dx
: Inx
a) Yy = xsinx by y= JXxE o y=—
X
) , ady _ : .
Lesning: a) Bruker produktregelen og far: dx 1[Binx+ X [osx = sinXx + XCOSX

1
2
b) Her ma vi ogsa bruke produktregelen: y = X Eéx =

1 1

—= = X
Q:lxztex_l_xztex:e__l_ﬁ[éx:l+2X[ex
X 2 2./x 2./
1 2
c) Vibruker brgkre elen'ﬂ = XD( Bl = X —2XInx = 1-2Inx
o dx X' X' X
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Mange foretrekker & benytte D -operatoren i stedet for u’'(x) nar de jobber med produkt- og
brakregelen. D betyr rett og slett den deriverte. (Kjeat barn har mange skrivemater.) Vi har

dafor eksempel D(x2) = 2x og D(3x) = 3.
Omskrivning av formlene pa forrige side gir da felgende resultat:

Produktregelen: D(uy) = D(u) v+ u [D(v)

Brekregelen: D(\—‘D - D(u) D"zu D(v)
\

Nar vi skal derivere funksoneny = In_2x fraeksempel 4.4, kan vi fere dette dlik:
X

1 _2
dy _ InX\ _ D(Inx) % — Inx [D(XZ) _ XD( Inx [2x _ 1-2Inx
= pl==) = = =
dx 2 2.2 4 3
X (X%) X X

Dere stér fritt til & bestemme om dere vil bruke D -operatoren eller ikke nér dere skal derivere
funkgoner i framtida.

Kjerneregelen
Namangler vi bare en regel for & kunne derivere de aller fleste funksjoner. Denne regelen

kalles kjerneregelen, og ma benyttes nér vi har en kjerne i funksgonen vi skal derivere. Dette

oppstér ganske ofte. | tabellen stér det hvordan vi skal derivere sinx og €*, men ikke hvor-

2
dan vi gjer nér vi star ovenfor sin2x eller e* - Hemmeligheten bestér i dinnfare en

kjerne z for sa & benytte falgende formel: %{ = g_); DE%( (Forkorting av dz viser a denne

formelen mavageriktig.)

Vikantay = sin2x som eksempel: Vi innfarer kjernen z = 2x som gir S—i = 2. Funk-

dy _

sjonen kan da skrivessom y = sinz som gir qy - cosz. Nar vi ssmmenfatter dette far vi

d—i’( = g_); Dg—i = cosz[R2 = 2cos2x. Husk alltid afjerne bokstaven z far du presenterer

svaret! Den er bare en hjelpestarrelse under derivasonen.
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Eksempel 4.5:

Finn %{ nar g(X) er gitt av
2
a) g(x) = & % by  g(x) = arcsinJXx
dz _ _ _ z dg _ =z
Lgsning: a) Innfgrer Z = X —2X:d—X = 2X-2 Vihardag = € :>d—z =€
2
og stér igien med d—g = d—g[% = e“[(2x-2) = (2x—2)€e" X
, .o dz _ 1 .
b) Vi satserpa Z = ﬁ som glr& = ﬁ (kjent fra tidligere eksempler).
X
_ . dg _ 1
g = arcsinz= 2 = ———
dz 2
1-7
Da blir == dg _ dg ﬂ L 1 L

dx  dz dx 1 Xzﬁ( 2/x—x2

Det er fullt mulig (og ofte smart) &benytte D -operatoren i forbindelse med kjerneregelen
0gsa. Derivagonav y = sin2x kan dafares dlik:

% = D(sin2x) = cos2x [D(2x) = cos2x [ = 2c0s2X

Eksempel 4.6:

Los eksempel 4.5 pa nytt ved & bruke D -operatoren.

2
Lasning: a)% = D(e" _ZX)

_ X% — 2x 2 _ X7 — 2
Ix =€ [D(X"—2x) = € [(2x —2)

9 _ plarcsingx) = ——=— D(J/X) = L

1 1
b) == S — O =
dx /1—(ﬁ<)2 [1-x 2./ 5 /X_Xz



| kompliserte oppgaver mavi ofte kombinere kjerneregelen med produkt- eller brekregelen:

Eksempel 4.7:

Derivér funksjonene:

2 -3x X sinx
a f(x) = xe b X) = c hlen(—)
) (x) 900 = ok ) ) X
. . ) —3X . —3X _ —3X
Lesning: a)Vi deriverer uttrykket med kjerne (€ ~ ) ferstog far €~ [{—3) = —3e

b) Vi ser at vi er ngdt til & bruke kjerneregelen pa uttrykket i nevneren. Vi finner da at den deri-

c)

df -3x 2 -3 2, -3
S& var det produktregelen:& = 2x[B  +X [(—3e X) = (2x—-3x")e X

2
verte av nevneren blir [P =
COSZZX COSZZX
2
1 dan2x —x b——
. . dg _ co2x
Da kan vi ga lgs pa brgkregelen: d_ =
X tan2x

Uttrykket er litt uoversiktlig, men multiplikasjon med COSZZX over og under brgkstreket

. _dg _ tan2x [Lo2x —2x _ Sin2x [os2x — 2x
skulle hjelpe litt: — = =

dx tarf2x  [co2x sin2x

Velger & bruke D -operatoren i denne oppgaven:

o - o[ (5] = 5 (5 -

X

X DD(sinx) [(X—sinx[D(x) _

i 2
SIinX X

X Dcosx [K—sinx [l _ XCOoSX — sinx
sinx NG Xsinx
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Oppgaver

14.8) Skisser grafen til funksionen f(x) = 2x—6./X 0<x<9

b) Tegninn tangenten til grafeni punktet P(4, —4) og les av omtrentlig stignings-
tall til grafen i dette punktet.

¢) Angi omtrentlig koordinatene til det punktet Q der stigningstallet er null.

d Finn 3—]; og beregn ut fra dette eksakt stigningstall i P og koordinatene til Q.

e) Finnlikningen for tangenten i punktet P.

15. Deriver falgende funksjoner og forenkle svaret s mye som mulig:

a f(x) = (2F¢-1)(+2)
_ 23 +x%—4x+ 10

b) g(x) = 31

0 f(t) = t;ﬂzt

d) g(t) = JtOnt

& ht) = (P+3t+a)°

) px) = C=2%° [(1+4§1x)

9 q(x) = xe”
_ snx-1
h 1) = COSX

1) s(x) = arctan(%(()

16. Massen til en bakteriepopulagon i milligram falger formelen P(t) = 50 + 100t , der t

oo 2
er tiden i timer. 21 +t

a) Beregn midlere veksthastighet for populasjonen i tidsrommet fra 2 til 7 timer.
b) Beregn gyeblikkelig veksthastighetvedt = 2 ogt = 7 timer.

¢) Vedhvilket tidspunkt t er den gyeblikkelige veksthastigheten lik null?
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Ekstraoppgaver

E17.  Gitt funkgonen f(x) = x°—9x° + 15x + 25
a) Bestem samtlige nullpunkter til f(x).
b) Finn likningen for tangenten til f(x) i punktet (4, 5).

¢) Undersgk om tangenteni b) skjaaer grafen til f(x) i andre punkter.

E18. Deriver faigende funksoner og forenkle svaret sa mye som mulig:
a f(x) = xInx—x
X
b) g(x) = -
(x+1)

c¢) f(t) = tCarcsint

d g(t) = In(1+ sint)

t2

h(t) = —
e) () COS%
_ 1
LN ()
2
9 o) = &=L
(r+1)

h) h(r) = arcsin

2
1+r

2./x—1

E19. Gitt funksonen g(x) = x

a) Beregn %( og finn funksonens null punkt.
b) Bestem den sterste mulige Dy nar funksjonen bade skal ha et nullpunkt og en invers

funkgon.

x>0

c) Hvablir Dg_1 0g Vg-l?

d) Beregn g_l(x) :
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5 Anvendelser av derivagon

Ekstremalpunkter

Vi er ofte interessert i & finne de punktene pa en graf der funksonsverdien er hayest (maksi-
mumspunkter) eller lavest (minimumspunkter). Disse punktene kaller vi med et fellesnavn
for ekstremalpunkter. De kan finnesi grafens endepunkter (dersom definisjonsomradet er
begrenset) eller de ligger der den deriverte er lik null. Vi skal i farste rekke konsentrere oss
om de sistnevnte.

Eksempel 5.1:

—X
Grafen til funksjonen f(X) = X€ ~ har et maksimumspunkt. Finn koordinatene til dette punktet.

Lgsning: Etter som grafen ikke har noen endepunkter ma dette maksimumspunktet ligge der den deriv-
erte er null. Vi finner farst uttrykket for den deriverte:

df

- 1 +xEO-1) = e “=x& " = (1-x)e

S& ma vi lgse likningen g—]; =0=(1 —x)e_x = 0.

o . . —X
For at et produkt skal veere lik null, ma en av faktorene veere null. Eksponentialfunksjonen €

blir aldri null, s& den eneste muligheten er at 1 —X = O, noe som inntreffer nar X = 1.

X -koordinaten til maksimumspunktet er alts& 1. For & finne y-koordinaten, ma visette X = 1

~ -1 _1
inn i funksjonsuttrykket f(X) = xe X Vifar da f(1) =1 "~ = o

1
Koordinatene til maksimumspunktet er altsa (1, ;) .

Alle andre X-verdier enn X = 1 vil med andre ord gi lavere funksjonsverdi enn é

Du lurer kanskje pa hvordan vi kan vaare s sikker pa at punktet (1, 5 er et maksimums-

punkt og ikke et minimumspunkt? Dette kan vi finne ut ved & kontrollere fortegnet for den

deriverterundt x = 1. Daservi at x<1 gir g—]; = (1-x)e >0 (stigende kurve) mens
df _ —X
x>1 gir ax (1-x)e " <0 (synkende kurve). OK?
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Eksempel 5.2:

Finn ved hjelp av derivasjon alle ekstremalpunkter til funksjonen f(X) = (figur 4-2). Bruk for-

tegnet til den deriverte til & angi hva som er maks- og min-punkt.

. (Zx—:—g(x—Z)—(xz—gx) 1

Logsning: Vi deriverer og far — = =

dx (X—2)2
2 3 2_3 11 2,3
2X —4x——x+3)—(x ——x) 2 3 y2 42
( > 5 _2x > X 3-X 2X:x2—4x+3
(x—2)° (x-2)° (x-2)°
Setter%( = 0:>X2—4X+3:OsomgirX _ 4t ';6_12 = 422 =301

For & sjekke om disse punktene er maksimum eller minimum, kan vi sette opp et fortegns-

skjema for den deriverte. Det er da veldig kjekt at — er faktorisert. Faktorisering av telleren gir

dx
g—f = Q(_—lm(—%—s-) , 0g fortegnsskjemaet blir dermed seende slik ut:
X (x=2)
l | | ] ] ] |
f I I | | | I
-1 0 1 2 3 4 5
x-1 0
X-3 L 0
(x-2)? X
df 0- — - %X —— 0

dx

Forklaring: Heltrekt strek betyr > O og stiplet strek betyr < 0. 0 str for null i teller mens x
betyr null i nevner. Da ser vi at f(X) ma& ha et maksimumspunkt for X = 1 og et minimums-
1

punktfor X = 3.Siden f(1) = 5 o f(3) = g,blirpunktet (1,%) et maksimumspunkt

9
og (3,— et minimumspunkt for f(X) . Vi ser at dette stemmer veldig bra med figur 4-2.
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Vendepunkter

Vi vet at nér vi deriverer en funksion f(x) , far vi en ny funksion %( som angir stigningstallet

til f(x) i ethvert punkt. Nar f(x) er gkende er g_f >0, 0og nar f(x) er minkende er % <0.
X

Nar vi deriverer %( igien, far vi den andrederivertetil f(x) som betegnes som % Det er litt
dx

vanskelig & beskrive hva denne funksjonen gir uttrykk for, men vi kan vaere enige om to ting:

2

Nar ol er gkende er af 0, og nar dt er minkende er af . 0. Sagt paen litt annen méte:
dx dX2 dx dX2
. : . df o . df
Nar grafentil f(x) er blid, er —; >0, men nar grafen il f(x) er sur, er — <0.
dx dx
d2f
Der — = 0, har grafen et vendepunkt. Se figur.
dx
f(x)
A
o | 4%
W>0 s =0
! - X
| punkt
|
Eksempel 5.3:

—X
Finn koordinatene til vendepunktet til funksjonen f(X) = Xe ™ fra eksempel 5.1.

Lesning: | og med at%( = (l—X)e_X,inr% = (—l)e_x+(1—x)(—e_x) = (X—Z)(E,‘_X
dx

df —2
Setter — = O for & finne vendepunktet. Far da X = 2 som gir koordinatene (2, 2e *)
dx

50



Praktiske eksempler

Eksempel 5.4:

Linda skal lage en lufteplass for hunden sin. Innhegningen skal ha form som et rektangel og
skal sta inntil husveggen. Hun har 10 meter gjerde til radighet. Hvor stort er det starst
mulige arealet hunden kan fa & boltre seg pa?

Lgsning: Ferst ma vi tegne en figur der vi setter pa de kjente stgrrelsene:

X X
FHK

10-2x
Innhegningens lengde er 10 — 2X fordi gjerdets totale lengde skal veere 10 meter.

N& blir innhegningens areal A(X) = X [{10—2x) = 10x— 2%

Vi deriverer og far: d—A = 10-4x
dx

. . , 0A _ . ‘g =
Innhegningens areal blir starst ndr — = 0. Dette inntreffer ndr X = 2, 5 meter.

dx
Til slutt finner vi A(2,5) = 10[2,5-2 (2,5 = 25-12,5 = 12,5

. . 2
Det starste arealet hunden kan fa er altsd 12, 5m

Nar dere kommer ut for problemstillinger der ulike sterrelser skal vaare sterst eller minst
mulig, kan dere med en gang begynne atenke derivagon. Finn farst et funksjonsuttrykk for
starrelsen, derivér funksjonen og sett sa den deriverte lik null. Her fikk vi bare ett svar,

X = 2,5 meter, men noen ganger (som i neste eksempel), kan vi komme ut med flere svar. Vi
ma dafinne ut hvilket av svarene som er det riktige sett ut ifra den praktiske oppgaven vi job-
ber med.
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Eksempel 5.5:

Du skal lage en eske av en rektangulaer papplate pa 16x10 cm ved & klippe bort et kvadrat med sidekant
X cm fra hvert hjgrne av plata. Hvor stor ma X vaere for at eskas volum skal bli sterst mulig?

Lgsning: Ferst ma vi tegne figur:

Vi ser av figuren at volumet til eska blir V(X) = X(16 —2x)(10—-2x) = 160x — 52x% + 4%

Da er g—:(/ = 160 — 104X + 12X°

2
Sésettervi%/ = 0= 12x°—104x+ 160 = 0= x = 104% 15;1 —7680,

. . _ 104+ /3136 _ 104+56 _ 20
ogfar X = 4 = =

=02
2 24 3
o _ 20 o . .
Vi skjgnner at X = —3— ma forkastes fordi vi ikke kan klippe vekk hjgrner starre enn 5 cm.

Derfor m& X = 2CM veere det riktige svaret.
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Eksempel 5.6:

Det skal legges en rgrledning fra en borerigg ute pa sjgen til et raffineri ved kysten. Boreriggen
ligger 30 km fra den rette kystlinja. Raffineriet ligger 40 km fra det punktet p& land som ligger
naermest boreriggen. Kostnadene forbundet med rgrlegging til sjgs er 500 000 kr/km og til
lands 300 000 kr/km.

a)Tegn figur og utled en formel K(X) for rarledningens totale kostnad, der X er antall kilo-
meter ledningen legges i sjgen.

b)Bestem hvordan rgrledningen bgr legges for at totalkostnaden skal bli minst mulig.

Lgsning:a)

Borerigg

N
| \
\
| N
|
|
|
|
|

30

40 Raffineri

2
Ut fra figuren vil strekningen til sjgs bli X km og strekningen p& land 40 — A/X™ — 900 km.

Totalkostnaden blir dermed: K(x) = 500000x + 300000(40 — /\/XZ —900)

b)M& derivere K(X) for & finne minimumspunkt:

g_*; = 500000 + 300000 [} ———~—— szj = 500000 — 220000
2./x% =900 X2 — 900
g_*; = 0= 5000004/X° — 900 — 300000X = 0=>5,/x*—900 = 3x

Kvadrerer begge sider:
25(x° —900) = 9x” = 25x° — 22500 = 9x° = 16x° = 22500 =
x> = 1406, 25 = x = 37, 5km

Strekningen pa land blir da 40 — /37, 52 —900 = 17, 5km



Grenseverdier

2
Hvaer egentlig forskjellen pa uttrykkene X;ng og Xx—3?

2
Ingenting, vil defleste si. Brgken X—;?ﬁ( kan jo forkortes med x og bli til x—3.

Det er joi og for seg riktig, men hvisvi skal vaare pinlig ngyaktig mavi daforutsetteat x# 0.

2
X —3X

2
X —3X er ikke definert for x = 0, sdhvisvi vil tegne grafen f(x) = —X—,ma

Uttrykket

den bli seende ik ut:

Legg merketil de to pilene ved punktet (0,-3). Disse indikerer at funks onen ikke er definert
for x = 0, men at funkgonsverdien naamer seg -3 nar x gar mot null. Vi skriver dette slik:

lim f(x) = =3, og leser det slik: Grenseverdien til f(x) nar x gar mot null, er lik 3.
X-0

Vi har gelden behov for & benytte grenseverdier for mange vanlige funksjoner. Hvis vi har
4 g kan vi i stedet for & skrive lim x° + g rett og sett skrive g(2).
X 2

Vi ma derimot benytte grenseverdier nér funksjonen ikke er definert for den x-verdien vi er

2
X~ —3X

funkgonen g(x) = x

interessert i, (som n&r x — 0), eller nér vi skal finne hvilken verdi funksjonen gar

mot nar X naamer seg +o
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Enkelte ganger har ikke funksionen noen grenseverdi nar x naarmer seg den spesifiserte ver-

dien. Dette inntreffer nar funksjonsverdien gar mot uendelig, for eksempel  lim 1, eller nér

funksionen “ikke greier & bestemme seg”, for eksempel lim sinx. | begge dissetilfellene

X- 0 X

X — 00

sier vi at grenseverdien ikke eksisterer.

Eksempel 5.7:

Prav etter beste evne & bestemme fglgende grenseverdier:

a) lim
X1

x2—5x+6

2 2
by lim X —5X—6 ¢ lim X =5

x=1 x--1 X+1 X_>ooX2+2X_1

Lesning: a) Vi kan begynne med & sette inn X = 1 i funksjonsuttrykket og se om vi far et entydig svar.

Vi setter da dette svaret i parentes etter som det bare er et “uoffisielt” svar. Vi skriver da:
2
. X —5X+6
lim=—————— =

2
(— Hvis vi tenker oss om grlite grann finner vi ut at = — 00
x-1 X-—=1 0

2
- —Bx+
Dette betyr at |im X _—9X+6 _

2
(— — 00, og vi ma da konkludere med at grense-
x-1 X—1

verdien ikke eksisterer.

2
: —5x— 0
b) Vi prgver samme taktikk som vi hadde suksess med i a): lim X—EXI——6 = (6)
Xx--1 X

0
Men hva er egentlig = ? Dette uttrykket kan faktisk veere alt mellom himmel og jord. For a finne

0

ut hva det blir, kan vi faktorisere telleren slik at det blir mulig & forkorte de faktorene som gir null
i bade teller og nevner. Vi kan da tenke slik:

2
lim X=X=0 - (B) = jjm GHLX=0) = jim x_6 = -7

x--1 X+1 X - -1 X+ 1 X - —1

2
. . o X" =5 _ (%
c) Her skal X — 00, og da finner vi ikke ut noe som helst, fordi lim - - -
00
X—ox"+2x-1

Men nar X blir sa voldsomt stor, kan vi regne med at X -leddene vil dominere over bade X-

2
leddene og konstantleddene. Vi kan sannsynliggjgre dette matematisk ved a dele med X i

3x°=5 S_X% 3
teller og nevner: lim —/—— = |im —~— = 1 =3
X ooyl Loy 1 X_.ool+ lz

X

XN
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I"Hopitals regel

Det finnes en metode for 8 komme fram til grenseverdiene nar vi far 8 eller s ved innset-

ting. Denne metoden er kjent som I' Hopitals regel og er ik: lim £ = jjm X
x-ag(X) x-ag(x)

NB! Denne formelen gjelder bare nér ren innsetting gir 8 eller E! (Og dette er jo ogsa de

eneste tilfellene der vi har bruk for en sénn formel.)

Eksempel 5.8:

Benytt I'Hopitals regel til a finne grenseverdiene:

2 t  t2
a) lim X—=4_ b) Iim(—e——_,iL o) lim v(mt—2arctanv)
x - 2 1n(3=X) t-o0 tsint Voo
X —4 0 2X
Lgsning: a) lim ——— = (6) = lim ———— = lim-2x(3-x) = 4
x - 2 In(3=X) x-2 1

X 2
3 x D

b)

t 2 t -t t .t 2t -2t
||m(_e_:iL - (g) — |im2(e—e )E(e +e ) - |Im2e —e - (g)

t-o tsnt t -0 10kint+tkcost t - osSint + tcost

Vel, da far vi prgve en gang til: 1im = (6) -

t -~ 0Sint + tcost

2(26™ + 2677 _ im AT e |
t-ocost+1[kost+t[{-sint) t_ o02cost—tsint
c)Etter som lim arctanv = g blir lim v(Tt—2arctanv) = o [0, altsa en hgyst
V > 0 V - 0

uforutsigbar stgrrelse. Vi far lage oss en bragk av uttrykket:

-2
2
lim v(T—2arctanv) = lim L=2arctany _ (g) = Jim LY =
V - o0 V - o0 1 v_>oo_l
\Y; v2
2v2 ) 2 2
lim —(—)— lim ===2
Vo] 4y 0 V_>ooi+1 1
2
Y,
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Oppgaver

X

17.  Gitt funksonen f(x) = xe >*.
Det skal i hele oppgaven regnes med eksakte starrelser.

a) Finn koordinatene til funksonens maks.punk.
b) Finn koordinatene til funksonens vendepunkt.
¢) Finnlikningen for tangenten til grafen i vendepunktet.
d) Finnkoordinatene til det punktet der tangenten i vendepunktet skjager tangenten i
maks-punktet.
18. En kreftpasient far injisert cell(?gift. Giftkonsentragionen i blodet t timer etter injeksonen
er gitt av likningen R(t) = te_g . Finn den sterste giftkonsentrasonen i blodet etter

injeksionen.

19.Du skal lage en forkrybbe av en blikkplate med bredde 60 cm ved & brette platai tre like
brede deler (se figur). | hvilken vinkel ma plata brettes for at forkrybba skal fa sa stort
tverrsnittsareal som mulig?

20
20. Bestem grenseverdiene:
a) lim —052X b) lim %SX=1
11 COSX — SINX X=0  3y2
L]
esin2x_1 e2x+a_e3a

¢ lim=—— d) lim=——— (aer enkonstant)

x - oarctan3x x-a f_gd
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Ekstraoppgaver

E20. Finn og klassifisér ekstremal punktene til fglgende funksjoner:

X—3
g f(x) = 5>——
X —3x+4

b) g(x) = (—2x) &
sinx

2
COSX

0 h(x) = x 0 [0, 21 >

E21.Gitt aredlet F i ferste kvadrant avgrenset av funksonen f(x) = 4— X og begge koordi-
nataksene.

a) Hvor stort er det starste rektanglet som kan plasseresinnenfor F? Ga ut fraat to av
sidenei rektanglet ligger pa koordinataksene.

b) Hvor stort er det starste trapeset som kan plasseresinnenfor F ? Gaut fraat det eneav
trapesets parallelle sider ligger pa x-aksen.

E22.Bestem grenseverdiene:

2 2
) |imX2‘2X b limX—2X=3
2X X
9 lim&=¢ d) lim ANX=2
X—>0e2X_1 Xaezl_ln/\/)r(

E23.En idrettsplass bestar av en rektangulaa fotballbane med en halvsirkel i hver ende. L gpe-
banen rundt hele idrettsplassen skal vaae 400 meter lang.

X

Hvordan ma de to lengdene x og y pafiguren velges for at fotballbanens areal skal bli
starst mulig?

E24.Du er ute og fisker i en robat 3 km fra det neameste punktet A paen lang rett strandlinje.
Hjemmet ditt ligger ved stranda4 km frapunktet A. Du far plutselig beskjed om at du ma
vaae hjemme om to timer. Har du mulighet til &rekke dette hvis du regner med at du kan
ro med en fart pa 30min/km og ga med en fart pa 10min/km?
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6 Integragon
Ubestemte integraler

Integrasjon (eller antiderivasjon) er en teknikk vi far sveat mye bruk for i matematikken. En
aktuell problemstilling kan vaae: Hvilken funkgion f(x) blir x* né&r vi deriverer den? P&
matematisk form skriver vi dette slik: f(x) = j x"dx, der tegnet j kalles integrasjonstegn,
mens vi kan betrakte dx-en som “pynt” inntil videre. Etter litt preving og feiling ender vi opp

med at f(x) kan vaae ;:l)xs. Men vi mavaaeklar over at det finnes flere funksjoner som har

x* som derivert. Felles for dem er imidlertid at de alle kan skrives som f(x) = %xs +C, der

C er en vagfri konstant som vi rett og slett kaller integrasjonskonstanten.

Vi kan forsgke afinne en generell formel for den integrerte av x". Vi madata utgangspunkt i
derivasionsformelen D(x") = n x" ! som gir In x" " tdx = x"+ C' Dersom vi deler

X"+ C' _ X"

med n far vi J'x"_ldx === + C Utskifting av n med n+ 1 gir ossnavar farste
. Nl
integrasjonsformel: jx dx = n+1+C

Vi kan na enkelt benytte tabellen med derivagonsformler paside 40 til alage en tilsvarende
tabell med integrasonsformler. Den blir i safall seende dlik ut:

1. 2. 3. 4,
f(x) X" e* )—1( COSX
n+1
jf(x)dx X _.c & +C In|x + C sinx+C
n+1
5. 6. 7. 8.
f(x) ' ) = :
X sinx
cosx 1-%° 1+
If(x)dx —cosx+C  tanx+C arcsinx+C arctanx+C
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Legg merketil tallverditegnet som framkommer i In|x|! Dette er tatt med fordi vi ikke skal

trenge & bry ossom x er positiv eller negativ nar vi skal integrere )—1(

Ellers kan det kanskje synes unyttig & ha med integragonskonstanten i hvert bidige integral,
men vi skal senere se at nettopp denne C-en har veldig stor betydning i enkelte oppgaver.

Eksempel 6.1:

Lgs fglgende integraler:

Lasning:

a) J'izdx b) J‘%(dx ) J'Zcosudu d) jJtdt
X
1 2 X - 1

a) j—zdx = IX_ dx = ) +C = — + C i henhold til formel 1 pa forrige side.
X

Ly o [Llg = 1
b)'[&dx = IS D;-Lxdx =3 On|x| + C (formel 3)

0) J'Zcosudu 2sinu + C Her ble det bruk for formel 4.

1

d)jJtdt = jtédt =

—
NIW

+C = gtﬁ + C (Formel 1 igjen)

NIw]|

Dere kan legge merke til at integrasjonskonstanten kommer til syne i det gyeblikk integrasjonen

foretas. Med andre ord: Nar I forsvinner, dukker C opp!

1
Ellers ser vi at konstante faktorer (som for eksempel :—)’ i oppg. b)) ikke har noen innflytelse pa

selve integrasjonen. Vi far ofte bedre oversikt hvis vi setter slike konstanter utenfor integralet:

1o =21l4 =1
I3de = 3dex = 3Eln|x|+C

Det er bare dinnse at vi ikke kommer sazlig langt innenfor dette temaet ved hjelp av tabellen

paforrige side. Hvaom integralet ser ut som dette: j cos2tdt ? Her kan vi ikke s at 2-tallet er

en konstant faktor som vi kan sette utenfor integralet. Vi ma angripe dette integralet ved a se
pa 2t som en kjerne, akkurat som vi gjorde davi drev og deriverte. Men nar vi integrerer,
kaller vi det ikke lenger for kjerneregelen, vi kaller det substituson.
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Substitugon

Vi kan begynne med & se pa I cos2tdt som vi atsdikke kan l@se bare ved hjelp av tabellen pa

side 59. Det vi magjare er alage oss en kjerne (substituere) z = 2t, noe som forhdpentligvis
gjer integralet enklere algse. Nar vi har foretatt en substitusion mavi alltid passe paat dt fra
det opprinnelige integralet erstattes med en funksgon av dz. Med andre ord: Vi kan ikke
lenger se pa dt som bare “pynt”!

Dette er ikke sdinnviklet som det heres ut! Nér vi har valgt & substituere z = 2t, falger

“automatisk” g—f = 2 (enkel derivagon), ogi neste omgang dz = 2dt = dt = %dz

Vi kan dalgse integralet dlik: jcostht = jcosz E%dz = %sinz+C = %sin2t+C

Selve integrasionen skjer i henhold til tabellen pa side 59, men nar vi har integrert mavi

selvfalgelig huske ainnfare den opprinnelige integrasonsvariabelen t igjen. Dette var en
enkel substitusjonsoppgave, men vi skal se at det samme prinsippet kan hjelpe osstil &lgse
forholdsvis kompliserte integraler.

Eksempel 6.2:
-3
Los falgende integraler ved hjelp av substitusjon: a) je Xdx b) IGA/ZX —1dx
. - _ _ _dz _ _ 1
Lgsning: a) Satser pa a substituere Z = —3X, noe som gir & =-3=dx = —édZ

-3 1 1 13
Viférda:je Xdx = jeZE(—g)dz =—ze’+C=-ze+C
3 3
b) Her Ignner det seg a velge innholdet i rottegnet som kjerne:

_ dz _ _1
z-2x—1:>d—x— 2=dx = 2dz

Integralet kan da lgses pa falgende mate:
3

1 : 3
[6./2x—1dx = j6fz[%dz = [37dz = 3tE +C = 2(2x-1)+ C
2
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Eksempel 6.3:

Las faglgende integraler ved hjelp av fornuftige substitusjoner:

v c)jlnTde

t2
dt
a)jm b)I2+4v+5

Lgsning: a) Her vil det ogsé lgnne seg & bruke innholdet i rottegnet som kjerne:

=142 P sl sa = &
3t
1
2 dz 1DZ_2 2
Da blir = = = +C = 1+t +C
IA/H Ifz 3.2 3% 3

b) Her ma vi aller farst finne ut om nevneren kan faktoriseres. Men nér vi bruker abc-formelen

2
til & Igse likningen V- + 4v+ 5 = 0 kommer vi ut med negativt innhold i rottegnet, og vi mé

konkludere med at nevneren ikke kan faktoriseres. (Ellers ville delbrgksoppspalting veert en
naturlig vei videre.)

Da er det bare en annen mulighet for omskrivning av nevneren. Vi ma skrive den om til sum-

2 2
men av et kvadratog ettall: V- +4v+5 = (vV+2)" + 1 (Her er det en fordel & huske
kvadratsetningene!)

dz
Integralet kan n& Igses ved hjelp av substitusjonen Z = V + 2 = & = 1=dv =dz
Vi far da'
j - = j dv2 = j Zdz = arctanz+C = arctan(v+2) +C
V' +4v+5 (v+2)"+1 Z+1

c) Det eneste fornuftige & velge som kjerne herer Z = [NX. (Alternativet, Z = X, ma sies &
veere den tapeligste substitusjon som noensinne har blitt forsgkt!)

dz _ 1
Z=Inx=>-—- = ==dx = xdz

dx X

Integralet kan da |lgses pa denne méten'

J-Inx j [(Xdz = Izdz = —z +C = —(Inx) +C

Vi ser at vi er avhengig av a halitt flaks enkelte ganger. | eksempel 6.3a) besto flaksen i at

telleren var et t° -uttrykk dik at vi fikk forkortet bort ale t-ene etter at vi hadde substituert.
Nar vi blir enda dyktigere kan vi paforhand se om vi har tilstrekkelig flaks til & lgse et gitt
integral ved hjelp av substitusjon.
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Vi makikke pa et par eksempler til far vi forlater temaet substitusjon.

Far vi gar |@s padem kan vi tenke erlite grann pa hvavi kan forvente afa som svar nar vi skal
integrere et brakuttrykk. Dersom vi ser tilbake pa eksempel 6.3b) ser vi at telleren var en kon-
stant og nevneren av andre grad (og umulig & faktorisere). Damavi forvente at svaret inne-
dx

5 = arctanx + C.
1+x

holder arctan pa grunn av at J'

Dersom nevneren er faktoriserbar kan uttrykket delbrgksoppspaltes og bli til to breker med
farstegradsuttrykk i nevneren. Vi tar ikke med eksempler pa dette her (det er forholdsvis
enkel regning), men bare konstaterer at vi dafar to In-uttrykk i svaret:

= Linx—1—dinx+1+c = din
-1 2 2 2

x—1
X+1

+C

Det samme gjelder forgvrig selv om telleren er et farstegradsuttrykk:

J' ZX dx = lIn|x—1|+1ln|x+ 1+C = 1In‘x2—1‘+C
2_1 2 2 2

Men hvaom telleren er av ferste grad og nevneren av andre grad, men ikke faktoriserbar?

Eksempel 6.4:

X+ 3 _ -
Lgs IZ———dX ved hjelp av substitusjon.
X"+ 6x+ 10

Logsning: Viforsgker & bruke nevneren som kjerne:

z:x2+6x+10:>d—Z:2x+6:>dx: dz
dx 2X+6
Viférda:J-Z—th———dX - (X8 0z _ rdz lIn|z| +C =
X + 6X + 10 V4 X+ 6 2z 2

%In|x2+6x+ 10/ +¢C = %In(x2+6x+ 10) + C

2
Her kunne vi slgyfe tallverditegnet fordi X~ + 6X + 10 alltid er starre enn null.
Her ble altsd svaret et In-ledd, og det er noe vi altid maforvente ndr nevneren er en grad

sterre enn telleren. Na hadde vi en god porgion flaks akkurat i dette eksemplet, men na skal vi
seatvi eri stand til 4lgse sikeintegraler ogsa nar flaksen ikke er med oss:
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Eksempel 6.5:

LﬂSJ- 2

Lgsning:

-3 _ -
dX ved hjelp av substitusjon.
+4x+5
Vi kan aller farst sla fast at uttrykket X~ + 4X + 5 ikke kan faktoriseres. Vi prgver i stedet opti-
mistiskmed Z; = X" +4Xx+5=_— = 2x+4=dx =
dx 2x+4

Vi ser da at dette hadde gétt glimrende dersom telleren hadde veert 2X + 4 (eller X + 2).

Framgangsmaten hadde da blitt lik eksempel 6.4. Men vi kan faktisk bruke samme strategi her
hvis vi “jukser litt” og deler opp integralet p& denne méten'

.[2 _.[2X+2 d_.fz dx

+4x+5 +4x+5 +4x+5

2
Det farste integralet kan nd lzses med Z; = X~ +4X+ 5. Da blir

dz dz
I2X+2 dx = 22— j 1 = 1+C1=%In(x2+4x+5)+c1

5 _ 5
Det andre integralet lzses som eksempel 6.3b): I > dx = I—de
X +4x+5 (x+2)"+1
dz, .
z, = x+2:>$( = 1=dx = dz, gir
> —dz, = Sarctanz, + C, = Sarctan(x+2) +C,
22+
X—3 _1 2
Vlfardatotaltj dx = éln(x +4x +5)-b5arctan(x+2)+C
x +4x+5

(Legg merke til at vi her har slatt sammen C; og C, til en ny konstant C.)

| dette tilfellet fikk vi altsé et In-ledd (fordi telleren var en grad lavere enn nevneren), men vi matte

0gsa slite med et arctan-ledd i tillegg.

Substitusjonsmetoden kan redde oss ut av mange vanskelige integrasjonssituasjoner. Men
enkelte ganger kommer den likevel til kort. Vi skal na laere oss a bruke en metode som kalles
delvisintegrasjon. Dette innebaaer at vi deler opp integralet vi skal I@sei to enklereintegraler
for &finne svaret. Nar vi behersker bade substitusjon og delvis integragoni tillegg til del-
breksoppspalting (kapittel 2) kan vi driste osstil s at vi kan integrere.
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Delvisintegragon

Denne metoden bygger faktisk pa produktregelen for derivasjon,

D(ul¥) = D(u) Or+ u[D(v) (side42/43). Dersom vi integrerer pa begge sider av likhets-

tegnet far vi u v = jD(u) D/+ju [D(v) som gir oss den formelen vi skal benytte for

delvis integrasjon: ju [D(v) = uD/—J-D(u) Oy

Denne metoden er velegnet nar uttrykket som skal integreres er et produkt. Vi mada
bestemme hvilken av faktorene som skal vaae u og hvilken som skal vaae D(v) . Det er
svaat viktig a velge riktig her.

Eksempel 6.6:

Lgs integralene ved hjelp av delvis integrasjon:
2X .
a) jxe dx b) jtsmStdt

2 12
Lesning: a) Vivelger U = X=>D(U) = 1 og D(V) = € XSy = ée X (Om du ikke ser hva V

blir umiddelbart, kan du komme fram ved hjelp av substitusjonen Z = 2X.)
N4 kan vi bare sette inn i formelen for delvis integrasjon:

2 2 2x 12
Ixe Xdx = x[% X IlE%e dx = —xeX—Ze X+ C

Dette resultatet kan lett kontrolleres ved hjelp av produktregelen for derivasjon.

b)Vivelger U = t=D(U) = 1 ogD(Vv) = sin3t=v = —%cosSt

Igjen er det veldig lettvint hvis du ser hva V blir uten & matte substituere pa papiret.

Da gir formelen

jtsm3tdt = t[( —cosSt) J'lt( —coth)dt = —%tcosSHésinSHC

Det hender ofte at den ene faktoren er selve integragonsvariabelen (x eller t). Det vil danes-
ten uten unntak lenne seg a sette denne faktoren lik u. Hvisvi velger feil vil vi fort oppdage

at vi havner i et ufere. Vi kan taeksempel 6.6): Hvisvi der velger u = €= D(u) = 2%

0g D(V) = X=> v = %2, farvi jxezxdx = & [%XZ—IZeZX E%xzdx, og da har vi et serigst

2
problem!
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Det er fullt mulig &lgse integraler som for eksempel jtzcostdt ved hjelp av denne metoden,

men damavi utfgre delvisintegrasion to ganger (pagrunn av t2). Vi kan i stedet kikke litt pa
hvordan vi kan bruke delvis integragion selv om vi ikke har noe produk!

Eksempel 6.7:

Los fglgende integraler ved hjelp av delvis integrasjon:

a) j Inxdx b) j ar ctanxdx
Lgsning: a) Selv om vi ikke har noe produkt, kan vi alltids late som vi har et: I|nXdX = Ilnx (MLdx

Herméavivelge U = InX=D(u) = )—];og D(v)=1=v =X

1
Vi far da: J'Inx (Mdx = Inx D(—'[)—( [kdx = xInx—-x+C
Det er relativt enkelt & kontrollere dette svaret ved hjelp av derivasjon.

b) Igjen kan vi late som vi har et produkt: jarctanxdx = Iar ctanx [Ldx

Vimavelge U = arctanx= D(u) = ogD(V) =1=vVv =X

1+x2

i _ 1

Dette gir: jarctanx (ldx = arctanx D(—j 5 Ckdx
1+x

. . s _ 2 dz _ .
Dette integralet Igses ved hjelp av substitusjon: Z = 1 + X :& = 2X gir oss:
J e = [5rE = [307 = Jnld +C = Jin(1+x) +C

1+x z 2x 2 z 2 2

1 2
Da har vi lgst integralet: Iarctanxdx = xarctanx — éln (1+x)+C

| hele dette kapitlet har vi konsentrert oss om & finne en funksion som er den antideriverte til
en gitt funkgon. Integraler av dennetypen, som for eksempel j arctanxdx, kaller vi ubestemte

integraler. | neste kapittel skal vi galitt videre og innfere integrasjonsgrenser. Integralene kan
1
dabli seende dik ut: jarctanxdx. Slike integraler kaller vi bestemte integraler.

0
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Oppgaver

21. Lesintegraene:

a) j@E%ﬁx b) j%m
0) j sin2xadx d [ Ydx

200000
(t+25)

22. Under et dragracingstevne holder en av bilene farten v(t) = 320— [m/g]

a) Beregn bilensakseleragon a(t) under konkurransen og vis at farten er null
i det gyeblikk starten gar (ved t=0)

b)  Finn hvor langt bilen har kjert som funksjon av tiden, altsa s(t) . Husk inte-
grasgjonskonstanten!

c)  Hvor lang tid bruker bilen palgpet nér banen er 400 meter lang?

d) Hvaer farten (km/h) i det mallinjen passeres? Vis at dette er den hgyeste
farten bilen har under 1gpet.

23. Lesintegralene ved hjelp av substitusion, delvisintegrason eller delbraksoppspalting:

a) J'xex dx b) j tcos2tdt
3u—5 X+ 2
C) ———du d) ————dx
'[uz—4u+3 J.x2—4x+5
) ,[ dt . f) J‘ u zdu
t(Int) (u+2)(u-1)

9 [arcsinxdx



Ekstraoppgaver

E25. Lgsintegraene:

3) 2dX b) _[ 22X— 5 dx
X" —4 X(X"™ + 4x—5)
4
x—1 -4
b) |—=————adx d) dx
Ix2—8x+ 17 '[x3+2x2
2
X COSX
e dx f ——dx
) IV x+3 : ‘[si nX
0) I cosx dx h) de
X +4

E26.Du stér oppe paei bru og kaster en stein rett oppover med en utgangsfart pa 20m/s.

a) Hvor hayt opp kommer steinen nar tyngdens akselerasoner g = 10m/ $*?
(Du kan se bort fra luftmotstanden.)

b) 7 sekunder etter at du kaster steinen lander den i elva under brua. Hvor hgy er brua?
E27.Et omréde er avgrenset av grafen til funksionen f(x) = ax, x-aksen og den loddrette

linjen x = k, der bade a og k er sterre enn null.

a) Beregn omrédets areal uttrykt ved a og k.

b) Hvaer likhetene og forskjellene mellom svaret i @) og I axdx?
| neste kapittel far du en forklaring pa hvorfor integrasjon og arealberegning er sa tett
knyttet opp mot hverandre.
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7 Anvendelser av integragon
Bestemte integraler

| hele forrige kapittel strevde vi med & lgse ubestemte integraler, noe som atsa innebagrer &
finne den antiderivertetil en gitt funksion. Vi skal nd ga over pa alase bestemte integraler, og

vi skal dase at svaret vi kommer ut med er et tall, og ikke bare en funksjon med en ukjent C.

4
Vi kan starte med a se pa det bestemte integralet I(SX —6)dx. Vi maferst |@se det ubestemte

2
integralet (uten integrasjonskonstant denne gangen), for sa & sette inn integrasjonsgrensene 4
og 2 i dette funkgonsuttrykket og til slutt subtrahere dem frahverandre. Innviklet? Her er vist
hvordan et bestemt integral av denne typen kan utregnes og fares:

= (§ w6 D4)—(§ 2’6 Ez) = 0-(-6) = 6

2 2

4 3 4
j(3x—6)dx = [EXZ—GX} 2

2

Legg merketil at bade j og dx forsvinner i det integrasjonen skjer! Og husk a sette inn avre

grense (her 4) farst! Dersom du setter inn nedre grense (her 2) farst, vil svaret fafeil fortegn.

Eksempel 7.1:

sin2xdx

— NI

1
. 2
Regn ut de bestemte integralene: a) IX Jxdx b)
0

NS

5

NI~

2 2 2
Lgsning: a) Vi lgser farst det ubestemte integralet: IX Jxdx = IX dx = ?X +C

1 7

2 _122|| _2 H_2

DabllrIX A/;(dX—|:7X} =3 0—7
0 0

b) Her inrJ-SiI‘IZXdX = —%c052x+ C., slik at det bestemte integralet blir
m 1
p 1 ? 1 1 1 1

i = | == = —= + = — = =_= =
I sin2xadx [ 2costJ 2cosrt 2cos( TI) 575 0
s _n
- >
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Det finnes et lite trick som kan spare oss for litt regnearbeid nar vi benytter substitugion i
bestemte integraler. Her kommer et eksempel p& hvordan vi kan utnytte dette:

Eksempel 7.2:
7
2
Regn ut det bestemte integralet J-X/\/X + 15dx
1
. - . _ _ _ .2 dz _
Lgsning: Den substitusjonen som vil fgre fram i dette tilfelleter Z = X + 15:& = 2X
Det ubestemte integralet blir da
3
1 1 2 1 ;
2 Y4 2
Xa/X~ +15dx = jx zEg— = —J- 2dz = s +C = =7+ C
J % X 2 % 23 3
2

“Normalt sett” skulle vi nd innfert X~ + 15 i stedet for Z igjen, og s& satt inn grensene 7 og 1.
Men vi sparer oss for litt regnearbeid dersom vi endrer grensene i stedet!!

2
Etter som substitusjonen varvar Z = X + 15, kan viistedetfor X = 7 benytte Z = 64,
og i stedet for X = 1 kan vibenytte Z = 16. Vi fagrer dette slik:

64
7 3
[xlx® + 150x = Bzﬂ = 2(64/64-16./T6) = £
1 16
Arealberegning

Det vanligste anvendel sesomradet i forbindelse med integraler er arealberegning.

Vi far ofte oppgaver som lyder noenlunde som falgende: Beregn arealet avgrenset av grafen
til funkgonen f(x) = 3x—6, x-aksen og den vertikalelinjax = 4.

Slike oppgaver kan lgses ved hjelp av integrasion, og det viser seg at det bestemte integral et
4
j(3x —6)dx som vi sdpainnledningsvis gir oss nayaktig det arealet det sparres etter. Jeg har

2
ikke som formal & bevise denne pastanden, men skal i stedet forsgke & gi noen gode rad for
hvordan vi ber tenke nér vi skal sette opp et integral pa egen hand.
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Det farste vi magjere er ategne en figur over problemstillingen. | dettetilfellet er det greit, vi
lager oss et koordinatsystem der vi legger inn grafen f(x) = 3x—6 ogdenrettelinjax = 4.

f(x)

A

PN w » [¢)] o
t

£ b N P oo
Rl
T T T T

Vi skjanner da at det er det skraverte omrédet pa figuren vi ska finne arealet av. Det neste
trinnet er ategneinn en tynn vertikal sgyle et eller annet sted innenfor dette arealet (sefigur).

Denne sgylen er naen liten del av arealet A. Vi kaller den derfor dA. Hvisvi ser pa denne
seylen som et rektangel (noe som er tillatt hvis sgylen er uendelig smal), blir arealet av dette
rektanglet dA = f(x) (dx = (3x—6)dx. Nabegynner det aligne noe!

Vi har na et uttrykk for det lille arealet dA. Hvisvi gnsker afinne hele arealet A, mavi
addere alle de sma dA -ene arealet bestar av. Og det er nettopp dette vi gjer nar vi integrerer!
Hva med grensene? Den nedre grensen er x-verdien der arealet begynner (i dettetilfellet 2),
og den gvre grensen er x-verdien der arealet dutter (altsa 4).

| det neste eksemplet skal vi se pa de spesielle forhold som oppstar nér deler av arealet ligger
under x-aksen, og deretter skal vi seat vi ved hjelp av integrasion er i stand til & beregne
andre ting enn areal ogsa.
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Eksempel 7.3:

PA figuren er skissert et utsnitt av grafen f(X) = SIN2X. Hvor stort er det totale skraverte arealet?

f(x)

-Tt T
2&&1 >

Lgsning: Nar en del av arealet ligger under X -aksen ma vi vaere spesielt pa vakt. Vi kan spgrre oss selv:

Hvor hgyt er det uendelig smale rektanglet i omrédet til venstre for f -aksen? Svaret er

—SiN2X! Til hayre for f-aksen er derimot hayden SIN2X, og vi ma derfor dele integralet i to:

n I
0 2 0 2
L . Tl 1 _
A = j—stxdx+ I sin2xdx = ECOSZX + —ECOSZX
T 0 _n 0
- >
1 1 1 1
FACIRERCIRIREE
2 2
Eksempel 7.4:
900 + 30X —X° , 2
Et 30 cm langt brad har et tverrsnittsareal gitt av A(X) = — 5 (cm”), der X er
avstanden fra brgdets ene ende.
a) Hvor stort areal har den stgrste skiven som kan skjeeres av brgdet?
b) Hvor stort er brgdets totale volum?

Lgsning: a)Vi ma faerst finne for hvilken X -verdi tverrsnittet er starst, og begynner derfor med a derivere

dA _ 30—2x _, _ _ : . ,
A(X): == = =——z= . S setter vi den deriverte lik null, og finner at den starste bradskiva
dx 25
2
oppstar for X = 15 og at tverrsnittet da er A(15) = 00+ 302515 —b - 45cm?
b)Her ma vi farst sette opp et uttrykk for dV for s& & integrere fra X = 0 til X = 30:
900 + 30X 1 2l
_ _ + SUX —X — 2 X -
dV = A Tk =V = [ Z=X " dx 25[900x + 15x ?J 0
0

27000 + 13500 — 9000 _ 31500 _ 3
[ = }-[0] = %52~ = 1260cm



Eksempel 7.5:

En elektrisk kilde med spenning V(t) = V., [BINWt (der W er vinkelhastigheten i rad/ sek)

Lgsning:

forsyner en varmeovn med stremmen i(t) = | . [BNwt. Den energimengden dW

max

ovnen mottar i lgpet av tidsrommet dt er gittav dW = v(t) 0 (t) Cdt
a)Finn periodetida T til spenningen uttrykt ved ).

b)Finn ved integrasjon hvor stor energimengde W ovnen mottar i lapet av en periode.
. . , _ W
c)Hvor stor gjennomsnittseffekt mottar ovnen? (Effekten P er gitt av formelen P = ?)

a)V(t) = Vi ax [BINW betyr at en periode av spenningen er tilbakelagt nér Wt = 2TT.

_ o X _ 21
Dette innebeerer at periodetida ma veere T = —.
. . . 2

b)Vi har gittat dW = V. sinwt O sinwt [dt = V.| sinot [t slik at
2n
@ 2

energimengden over en periode ma veere gitt av integralet W = j V max! maxSifwt - [t
0

. . iy . 2 1
Dette integralet kan lgses ved hjelp av omskrivingen SINwt 5(1 — cos2wt)

(Denne formelen bgr finnes i enhver formelsamling.)

2 2n

Y/
Vifarda: W = J'Vmax | o SOt CHE = —m@(z—@( [ 1-cos2etdt =

0 0
2m
Vimax! max 1 . ® _ Vinax! max (ZT[ 1 ) _
> [t—Zwanwt} == [ — 55 Sin4T (0—0)} =
max max D_Z_T[ max max
W
c)Benytter oppgitt formel:
T[Vmaxlmax
_ W _ w _ T[Vmax max maxlmax
P=3= om Dz—n
W

73



Eksempel 7.6:

En rundball av gras er sylinderformet med radius R = 0, 6m og hgyde H = 1, 2m. Tettheten vari-
400 [I_(_g}

A/1—r2 °

m

erer med avstanden fra senteraksen etter fglgende formel: p =

Finn ved hjelp av integrasjon rundballens totale masse i kilogram.

Lgsning: Vi begynner med & tegne opp rundballen sett fra siden.

Det skraverte omrédet representerer na et sylinderskall med radius I' , heyde H og vegg-
tykkelse dr (bredden av det skraverte omradet). Grunnen til at vi velger et ringformet volum er

selvfglgelig at tettheten er en funksjon av I' og derfor blir den samme rundt hele ringen.

Volumet av dette sylinderskallet blir na dV = 2Tr Hdr , og vi kan konkludere med at sylin-

20 _ prrHdr = 800mH -9

A/l—r2 A/1—r2

Dersom vi integrerer dette uttrykketfra r = O tilr = 0, 6 vil vi f& med massen til alle sylin-
derskallene i hele rundballen, og da har vi funnet den totale massen til rundballen:

derskallets masse mé veere dm = pdV

0,6
M = [dm = [pdv = goomH O L4

2
0 1-r
. _ _ 2 _dz _ _ dz _
Her lgnner det seg & substituere Z = 1 —r" = ar - —2r = dr = —EF , for da blir
1

rdr _ prd=dz) _ (=1, _¢172, _
jm I[z[Qr jzﬁdu .[22 du

Vi finner svaret enklest ved a bytte integrasjonsgrenser:

0,6 0,64
M = 8oomH O _rar_ - goomH [-vJZ|, = 800mH (-0,8+1) =
2
1-r
0

800mt [, 2 [0, 2 = 1921



Oppgaver

24. Finn arealet avgrenset av deto kurvene f(x) = x og g(x) = /X
25. Et flatestykke er avgrenset av grafenltil funkgoneny = 1 —x , X-aksen og de to rette
linfenex = aogx = 2a.(0<a< §)

Bestem den verdien av a som gir starst mulig flatestykke.

26. Et lysrer trekker strammen i(t) = I, [Sin(t—¢) [A] nér spenningen som

LSint V]

a) Visat effekteni lysraret kan skrives
p(t) = v(t) O(t) = Vmaxlmax(sinzt cosd — sintcostsing) [W]

patrykkeser v(t) = V,

b)  Hvor stor gjennomsnittseffekt P trekker lysraret?
(Det er denne effekten som er pastemplet raret, og som vi ma betale for)

Noen hint: sin(u—v) = sinucosv — cosusinv

T
_1 . _ 1. . _ 1.
P= ij(t)dt st = 2(1 Cos2t) sintcost = 2S|n2t

0

27. Et kjegleformet betongelement har mal som vist pa figuren.
0,2m

|
|
|
0,8rr|1
|
|
|

0,6m

a)  Finnvolumet av et tynt horisontalt §ikt med tykkelse dx som ligger plassert i en

hayde x over elementets grunnflate.

b)  Finnved hjelp av integrasion volumet av hele elementet.
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Ekstraoppgaver

E28. Et flatestykke er avgrenset av grafen til funkgoneny = sinx, y-aksen og den rettelinja
y = 1. Finn arealet av flatestykket.

E29. Flatestykket F er avvgrenset av kurveny = €* og derettelinjenex = 1 ogy = 1.
a) Finn arealet av F.

b) F halveresav linjen x = a. Visat a er gittav e®—a = g

c) Fhalveresav linjeny
4b—-2blnb-2-e =0

b.Visat b er gitt av likningen
E30.Gitt funkgonen f(x) = Inx :

a) Finn koordinatene til funksjonens maksimal punkt.

b) Beregn arealet avgrenset av grafen til f(x), x-aksen og den loddrette linjen gjennom

grafens maks-punkt.

E31.En kraftforsilo har en kvadratisk bunnplate pa 0.3x0.3m og skraner jevnt oppover paalle
fire kanter til et rektangulaat lokk pa 2x3m. Tankens hgyde er 2.5m. Se figur.

Tanken sett fra siden: Tanken sett ovenfra:
3m
- >
~N e
~ -
2.5m h g
- T m
e ~
Ve ~N
- ~
0.3m

a) Finn et uttrykk for arealet av et horisontalt tverrsnitt av siloen som ligger i en hayde x
over bunnplaten.

b) Finn ved integrasjon volumet av kraftforsiloen.
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8 Fersteordensdifferensallikninger

Et av de viktigste anvendel sesomradene for bade derivasion og integrasjon er lasning av dif-
ferensiallikninger. En differensiallikning er en type likning der den deriverte av en funksjon

(som oftest %( eller %() inngdr. Nar vi har funnet selve funksjonen (y(x) eller x(t)) har vi

lgst differensiallikningen. En kan pa bakgrunn av dette si at for eksempel 3—3)/( = COSX er en

differensialikning. Selve ordet differensiallikning forkortes ofte i dagligtalen til diff-likning,
men pass pa a ikke forvekse dette med differenslikning som vi leate om i faget Diskret
matematikk og lineaa algebral

Dersom bare den ferstederiverte av funksjonen opptrer i likningen (altsa f.eks. %{ = COSX),

har vi en farsteordens diff-likning. Dersom ogsa den andrederiverte finnes, som i likningen

2
d_); - 2% —3y = 0, har vi en andreordens diff-likning. Vi skal lage oss a l@se bade farste-
dx

0g andreordens diff-likninger.

Vi kan starte med et klassisk eksempel paen fysisk prosess som gir oss en farsteordens diff-
likning. Vi kan tenke oss en tank somved t = 0 inneholder 8 kg salt fordelt pa 200 liter
vann. Det strammer hele tiden 10 liter vann med en saltkonsentrasjon pa 0, 1kg/1 inni tan-
ken pr. minutt og 10 liter velomrert saltlake ut av tanken pr. minutt. Vi kan da sette opp en
saltbalanse for antall kg salt i tanken (x) til enhver tid.

10 I/min
‘ # 0,1 kg/!

2001
x kg

T 10 l/min
|V | xkg/2001

Endring av saltmengde pr. tidsenhet (% ) mavaaelik antall kg salt som kommer inni tanken

pr. tidsenhet minus antall kg salt ut av tanken pr. tidsenhet. Oversatt til matemati ske symbol er

. Cax _ X X . : o
blir dette: g - 0,110 200 [110. Faktoren 200 er naturligvis saltkonsentrasonen i tan

ken til enhver tid. Opplysningen om at det er 8 kg salt i tankenved t = 0 er noe som kalles
startbetingelse. Denne skal ikke vaare med i selve diff-likningen!
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Separable diff-likninger

Vi skal na se hvordan vi kan |gse diff-likningen beskrevet pa forrige side, og hvordan den
mystiske startbetingel sen etter hvert kommer inn i bildet.

Eksempel 8.1:

dx
Los diff-likningen — = 1 — == med startbetingelse X(0) = 8.
gen 20 g (0) =
Lgsning: Vi starter med & sette hgyresiden pa felles brakstrek fgr vi separerer diff-likningen:
dx _ 20—x:> dx _ dt
dt 20 20—-x 20

A separere en diff-likning vil si & samle alle X-ene pa den ene siden og alle t -ene p& den
andre siden av likhetstegnet. Den videre framgangsmaten sier seg da nesten selv.

{
20" C2

Vi integrerer begge sider og far:

20 j =—-In|20-x +C; =

Det bgr videre vaere fullt mulig 8 innse at stgrrelsen 20 — X vil veere positiv under hele proses-

sen og at vi klarer oss fint med bare én C: —=IN(20—-X) = ==+ C,der C = C,-C;.

20

N4 kan vi bruke startbetingelsen til & bestemme denne C -en!

X(0) = 8= —In(20—-8) = 2 +C=C = —In12

20
Da gjenstar bare & Igse ut X(t) :
_In(20-x) = = —In12= In(20-x) = —zio+|n12:>
t t t
Lo L L L
20-x=e?® ze®mE™=z=12e%ox=2-127

For & veere helt sikker i var sak, kan vi lett kontrollere bade startbetingelse og diff-likning:

Startbetingelse: X(0) = 20—12 = 8

odx 20 _%)_3_20
Diff-likning: Venstre &de.a = -12[e 0 - 56

t

6 Tt
Hgyre side: 1—L = 1—M§—— =1- 1+3e 20 ge 20 OK!

20 20 5
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Diff-likningen i eksempel 8.1 viste seg a vaae en farsteordens separabel diff-likning. Det er

vanligvis ganske enkelt algse dlike diff-likninger, men vi tar noen eksempler til for abli vant
til | @sningsmetoden:

Eksempel 8.2:

Lgs fglgende separable diff-likninger:

a)

<)

HoeZ? yoyz2 bn A=z o) =
dx dx

dy _ X-y

ax  °

Lgsning: a) Separerer diff-likningen:

b)

c)

C—i)z-/ = e Xdx = jy_zdy = je_zxdx N Yo
y y 2
Startbetingelsen Y(0) = 2 gir —% = - %eo +C=>C=0
pablr = = —2e ¥ =1 = Tg oy = o

y 20 Ty~ 7Y

Vi starter med a separere diff-likningen:

1
_dZL - %3j—d2L = jx 2dx = tany = 2./x + C
cosy  ~X cosy

Startbetingelsen y(0) = g gir n&: tal‘l]:—;[ =2/0+C=C=.3

Dabiir tany = 2./x+ /3=y = arctan(2./x + ./3)

Denne likningen ser ikke separabel ut, men en liten omskrivning hjelper pa:

Q.|Q.
X I<<

X
_oxmy_dy € v o X _ (X
= e :d—x—ey:edy edx:>jeydy Iedx

pablire’ = € +C=vy = In(e*+C)

Tt

3
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Vi skal ndtrene litt mer pa a sette opp farsteordens differensiallikninger. | det innledende ek-
semplet pa side 77 satte vi farst den ukjente saltmengden i tanken lik x fer vi satte opp et

uttrykk for %( . Vi kunne da se pa dette som en slags balanse:
Endring i saltmengde pr. min (alts?\%() = Antall kg salt inn pr. min - Antall kg salt ut pr. min

Denne framgangsméten fungerer svaat ofte i ulike problemstillinger.

Andre ganger kan differensialikningen vaae gitt ut fraen fysisk eller kjemisk lov. Vi har et
eksempel pa dette her:

Eksempel 8.3:

Den kjemiske reaksjonen F, + 2NO, — 2NO,F fglger hastighetsloven %[NOZF] = K[F,][NO,] .
Eller sagt pa norsk: @kningen i N02F -konsentrasjonen pr. tidsenhet er proporsjonal med produktet av kon-
sentrasjonene til F, og NO,.

En gassblanding bestar i utgangspunktet av F2 med en konsentrasjon p& 1, OM og N02 med en konsentras-

jonpa 1, 6M.

Sett NO,F -konsentrasjonen lik X og utled fra hastighetsloven en differensiallikning for X(t) .

Lesning: Vi kaller NO,F -konsentrasjonen i blandingen X(t) , og har dermed startbetingelsen X(0) = 0.

Ut fra reaksjonslikningen ser vi at det forbrukes 1M F, og 2ZM NO, for & danne 2M NO,F .

1
Eller, dersom vi gnsker XM NO,F ma vi forboruke XM F, og XM NO,.

2
Dette skulle tilsi at vi etter en viss tid T har fglgende konsentrasjoner i gassblandingen:
_ 1 _ _
[Fal = 1,0-3x [NO,] = 1,6—x [NO,F] = x

Vi kan da bruke hastighetsloven til & sette opp en separabel differensiallikning:
dx _

It k(1-0,5x)(1,6—x) = k(0,5x—1)(x-1,6) = l5((x—2)(x—1, 6)

Differensiallikningen blir altsA slik: 2% = k(X —=2)(x—1, 6) med startbetingelse X(0) = O.
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Eksempel 8.4:

Lgs differensiallikningen fra forrige eksempel.

2dx

x_2)x-1.6) _ &

Lgsning: Separasjon gir:

2 __5 _5
(x-2)(x-1,6) x-2 x-1,6

Venstre side ma delbrgksoppspaltes, og kjappmetoden gir

. . 2dx —_ _5 — S =
Vlfarda.j(x_z)(x_l’G) = [kdt= [-— =i [kt =
5In|x—2| —5In|x—1,6] = kt+C, = 5In| X=2_| = kt +C; =
x—1,6
In|_X=2 ‘ = 0,2kt + C, = X—2 ‘ = DA C3e0’2kt
X—1,6 X_116

Hvor stor kan vi forvente at X blir? Konsentrasjonene fra forrige eksempel var

1
2
som vil brukes opp forst slik at X = [NO,F] aldri vil overstige 1, 6M .

[Fo] = 1,0- [NO,] = 1,6-X [NO,F] = X.Herserviatdeter NO,

Da er med andre ord badde X — 2 og X — 1, 6 negative starrelser, slik at vi kan sette

X—2 0, 2kt
= Cue”

x—1,6 3

. . . Ga e _ —2 _ 0 _
Vi kan nd benytte startbetingelsen til & finne C5: X(0) = 0= 76 - Ce=C3=125

X—2 0, 2kt 0, 2kt 0, 2kt
Vi stér da igjen med X 6 =1,25e"" =>x-2=1,25xe" " —2e”
0, 2kt
0, 2kt 0, 2kt 2-2e”
Dablr X—1,25xe™” " = 2-2e"" =X = — o
1-1, 25e”
-0, 2kt —0, 2kt

0, 2kt . _ 2e =2 _ 2-2e”

Divisjon med € over og under brgkstreken gir X = 0. 2Kt = 0. 2kt
e T -125 1,25-e ™
Vi kan na enkelt kontrollere at X(0) = _2-2 0 ogat X() = _2_ - 1, 6 akkurat
1,25-1 1,25

som vi kom fram til p& bakgrunn av det “kjemiske resonnementet” lengre oppe!

81



Forsteordens lineaer e diff-likninger

Det er dessverre ikke alle farsteordens diff-likninger som er separable.Vi skal na se paen
annen type som kalles linesare diff-likninger. Denne typen diff-likninger kan alltid skrives pa

formen dy +f(x) Oy = g(x). Vi ser at funkgonen y bare framkommer i rendyrket form og

dx

som Q. Diff-likninger som inneholder f.eks. y2 og siny er med andre ord ikke lineszre.

dx

Det kan vises at linesgre diff-likninger alltid kan l@ses ved hjelp av den litt stygge, men

geniale formelen

y = e_F(X)IeF(X)g(x)dx

(8.1)
der F(x) = jf(x)dx. Det er vel like greit & prove seg pa et eksempel med en gang:
Eksempel 8.5:

: o dy _ . —
Les den linezere diff-likningen ax + 4Xy = X med startbetingelse Y(0) = 1
2
Lesning: Herer f(X) = 4X, som gir F(X) = I4XdX = 2X
NB! Det er ikke ngdvendig & ha med integrasjonskonstanten C nér vi skal finne F(X) !
2% ¢ 2% _2x° 2
Vi praver likning 7.1: y = € qe X kdx = e [IXEE X dx
. : . _ A2 du _ _ du
Dette integralet lzses ved hjelp av substitusjonen U = 2X :>d—X = 4x=dx = 5(

1u 1 2

2
Vi far da: Ix e dx = Ix EEUE%J( = %e”du =7e'+C=7Ze

(Her ma C -en vaere med!)

—2x° 2% —2x%(1 2x° 1 -2
Daeraltsay = € — EJ-XEéXdX:e X(—eX+C = =+Ce

4

S& var det startbetingelsen:

2 —2X
y0) = 1oi+c=1=cC = +L§1e‘2X - 3¢

4 =Y =

AW

1
4
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Eksempel 8.6:

Les den linezere diff-likningen Xg—))/(—zy = 2°Inx + 4 y(1) = -1 (x>0)

dy 2y _ 2x°Inx + 4

Lgsning: Ferst ma vi ordne likningen: -
dx x X

pa biir f(X) = —f som gir F(X) = j—idx = —2Inx = —2Inx

2

. _2Inx ¢ —2Inx 2X Inx+ 4
Bruker formelenog far: y = € Eje X dx
) ) 2inx _ Iné _ .2 2nx _ Inx? _ 2 1
Litt forenkling: € =€ = X oge =e =X = >

X
2

. _201 2XTInx+4 . 2 2lnx , 4
Vifarda:y = X EI—Z dx = X EI—+—3dx

X X

o . 2Inx _ du _ 1 _

Benytter substitusjon foralfasej ~ dx:u = Inx:& = )—(:>dX = xdu

Dablirj-wdx = (& [(kdu = IZudu = u’+C = (Inx)2+C
X X
-2
|ogmedatj£3dx = I4X_3dx = 4L+C = —£+C,blirné
i) 2
X X
y = X qmﬂ%%dx = x° E[(Inx)z—%+c} = x2(lnx)2—2+Cx2
X x X

Startbetingelsen y(1) = —1 gir 12(In1)°—2+CM° = -1=>C = 1
Dablrsvarety = x-(INx)°=2+x% = x[(Inx)*+ 1] -2

Etter som sida enna ikke er fullskrevet, kan vi bruke resten av plassen til & sette prgve pa
denne likningen.

Startbetingelse: Y(1) = 12[(In1)2 +1]-2=1M1-2 = -1 ok

Venstre side:

x%(—Zy - x{Zx[(lnx)2+ 1] +x2[2Inx E&X}}—Z{xz[(lnx)% 1-2 =

x{ 2x(Inx)% + 2x+ 2xInxd —2{x*(Inx)?+x*~2 =

2x2(lnx)2 + 25 + 2x2Inx—2x2(Inx)2—2x2 +4 = 2°Inx+4

2
Hayre side: 2X INX + 4 QED: Prgven var nesten vanskeligere enn likningen!



Oppgaver

28. Las falgende separabl e diff-likninger:

a) xd—y = y2+1 y(1) =1

dx
dy _
b) ax -~ tany
9 AT xy=x yo=0 (y>-1)

29. Las falgende lineaae diff-likninger:

a) eXDg%/(+2exy =1 y(0) = 4
yy Y Y-k ywo =0 (x>0

d 1
C) d—i/(—ytanx = C—OS-)_(

30. En tank inneholder 90 liter rent vann ved tiden t = 0. Det strammer inn 12 liter pr. min.
av en opplgsning med en konsentrasjon pa 0.5 kg salt pr. liter. Samtidig stremmer 12 liter
velomreart opplasning ut av tanken pr. min. sik at det hele tiden er 90 liter i tanken.

Sett saltmengden i tanken til x kg.

ax _ 2X
@15
b) Finn x(t) og beregn saltinnholdet i tanken etter 10 min.

a) Visat x tilfredsstiller differensiallikningen

) Samme situasion somi a), men na stremmer bare 6 liter saltoppl@sning inn i tanken pr.
min. Stadig strammer 12 liter velomrert oppl @sning ut av tanken pr. min. slik at tanken vil
tommes helt i Igpet av 15 min.

d

Visat x natilfredsstiller differensiallikningen d_)t( + 152)it

d) Forutsett rent vann i tanken ved t=0 og finn x(t).

= 3
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Ekstraoppgaver

E32.

E33.

E34.

E35.

L s falgende separable differensiallikninger:
a) xg’: - sint b) t29‘+x 1 x(2) =2
(Antax>1)

dx 2 -
c) t at - = 4x"Int x(1) =1
Los falgende lineszre differensiallikninger:

_ _3 dx 2x _ .2 @ _

a) —+2x t x(0) = 2 b) g1 = t"cost x( =0
0) ——xtant = 3¢5 y(0) = -1
I enki no&al med 200 personer og volum V = 1000m® skiftes lufta ut med en hastighet
av 10m>/min. Fr|§<qutasom kommer inninneholder 0, 04%CO, . | tillegg produserer
hver person i salen 980cm’ CO,/min.
a) Visaty (mengden CO, i salen) matilfredsstille differensiallikningen gi’ - Z(i)_o_oy'
b) Lesdifferensiallikningen ndr du antar at det er O, 4m3CO2 i salen nér forestillingen

Starter.
c) Hvor lang tid tar det far CO, -innholdet i lufta overstiger 197
En mannvar blitt skutt og drept, og klokken var 08.00 om morgenen da politiinspekteren

beyde seg over liket som l&dinnerst innei lagerbygningen. Han malte kropps-
temperaturen til 28, 0°C. Han malte ogsatemperaturen pa gulvet der liket 1&. Den var
15, 0°C.

Han antok at temperaturen i lagerbygningen hadde vaat konstant de siste timene, og at
kroppstemperaturen hele tiden hadde sunket proporg onalt med temperaturdifferansen
mellom liket og omgivelsene. Disse antagel sene ledet fram til differensiallikningen

ar _
dt
nytt. Den var da sunket til 27, 0°C.

= —k(T-15) ,der k er en konstant. KI. 0900 malte han kroppstemperaturen pa

Kan du ut fra disse malingene finne ut ndr mannen ble drept dersom du antar at kropps-
temperaturen var 37, 0°C mens han levde?
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9 Andreordensdifferensiallikninger

| forrige kapittel bledet nevnt at en diff-likning er av andre orden nér den andrederiverteinngér
i likningen. En andreordens diff-likning kan med andre ord veare svaat vanskelig alase. For at
vi skal slippe a grave oss helt ned i uoverkommelige problemer er det ngdvendig & begrense

omfanget en god del. Vi velger derfor & holde oss til den typen oppgaver som kalles andreor-
densdifferensiallikni nger med konstante koeffisienter. Konstante koeffisi enter betyr at defak-

torene som star foran d 3; gy ogy aleer konstanter. Diff-likningen —= d y Zgy 3y = 0 har
dx dx?

med andre ord konstante koeffisienter, mens —= d y gy 3y = 0 ikke har det.
dx?

dy

&—By = 0, fer vi krydrer litt

Vi skal ferst lage hvordan vi l@gser likninger av typen d_); -2
dx

med dinnfare en funksion av x i stedet for 0 pa hayresiden.

Andreordens homogene diff-likninger

Vi sier at den andreordens diff-likningen — d y Zgy — 3y = 0 er homogen fordi at hayresiden
dx?

er 0. Slike likninger er veldig enkle algse. Det farste skrittet er & sette opp en karakteristisk
likning. Dette er en andregraddlikning paformen a\?+ b\ +c = O der a er koeffisienten fo-
2

ran —= d y , b er koeffisienten foran gy og c er koeffisienten foran y.
dx?

! ti|fe||etd_>;—2%—3y = 0 blir den karakteristiske likningen seende slik ut:
dx

A2_2N—3 = 0= A = 21’“42_(_12) - 224 = 301

Karakteristisk likning gir i dettetilfellet to ulikereellelasninger A\; = 3 0og A, = —1.Vikan

da (tro det eller ei!) sette opp l@sningen p& diff-likningen direkte: y = Ae> + Be ™

Her er A og B to ukjente konstanter (noe som vi maregne med nér vi har en andreordens
diff-likning). For &finne den konkrete |gsningen (uten A-er og B-er), mavi altsd hagitt to
startbetingel ser. Det er damest vanlig afa oppgitt y(0) og y'(0).
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Eksempel 9.1:

2
Les differensiallikningen d—); + 5d—y— 14y = 0 y(0) = 3 y'(0) = -3
dx dx

2
Lesning: Vi starter med den karakteristiske likningen A“ + 5A =14 = 0= A, = 20A, = -7

R R R 2X —7X
Lesningen m4 altsd veere p& formen Yy = Ae + Be

A og B kan bestemmes ved hjelp av startbetingelsene.

Regner farst ut g—))/( = 2Ae2x_ 7Be_7x.

Vi da [y)’/((g)) :: —SsJ - [2: —+ 7E|;3::3—3} = [g z ﬂ

2X —7X
Svaretbliraltsa y = 2 +e

Dette var jo egentlig veldig greit, men hva skjer dersom innholdet i rottegnet (i abc-
formelen) blir negativt?

Dette forekommer ganske ofte, og vi vil da alltid hato kompleks konjugerte A -verdier, altsa
A = axjB.MedEulersformel d* = cosx + jsinx i bakhodet kan det vises at |@sningen pa

diff-likningen i diketilfeller bliry = eGX(Acosx+ Bsinx).

Det blir faktisk ikke helt braom innholdet i rottegnet blir nayaktig O heller. Vi far dato like
reelletall A som svar pa den karakteristiske likningen, og i felge teorien fraforrige side

skulle Igsningen da bli Ae™ + Be™ = Ce™. Dette kan ikke vazre riktig, for vi skal alltid ha
to ukjente konstanter nar vi lgser en andreordens diff-likning!

| dette spesialtilfellet med to like A -verdier blir svaret derimot y = (Ax + B)e)‘x.
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Vi kan na sammenfatte alt dettei en liten tabell:

Lasninger pa karakteristisk likning: Lasning pa diff-likningen:
1. To ulike reelle Igsninger A} = A, y = A€+ Be"?"

2. To like reelle lasninger Ay = A, = A y = (AX+ B)eAX

3. To kompl. konj. lgsninger A = a = y = e"X(Acospx + Bsinpx)

Tabell 9-1: Lgsning av andreordens homogene diff-likninger

Eksempel 9.2:
d2 d
Lgs den andreordens diff-likningen ay g%, 16y = 0
dXZ dx

2
Lgsning: Den karakteristiske likningen blir A~ —8A + 16

O=A =N, =4
4
Vi har altsa tilfelle 2 i tabell 8.1 og lasningen ma da bli y = (AX + B)e

Eksempel 9.3:

2
Les diff-likningen d—g—ﬂ+ 13y = 0 y(0) = -1 y'(0) = 4
dx dx

Lgsning: Karakteristisk likning:

M_aA+13= 0=\ = 4“126‘52 = 4’-’216 = 2+j3

Vi ser at dette er tilfelle 3med 00 = 2 og B = 3. Legsningen ma med andre ord veere

y = €”(Acos3x + Bsin3x)

Etter som vi her har gitt startbetingelser skal vi bruke disse for & finne A og B. Finner farst

3—3)/( = 26™(Acos3x + Bsin3x) + €*(— 3Asin3x + 3Bcos3x) =

e2x[ (2A + 3B) cos3x + (2B — 3A) Sin3X] Da kan vi bruke startbetingelsene:

Yo -a= [ zaran -4 )=o)

2%
Lasningen biir alts&: Y = €~ (2sin3x — cos3X)
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Andreordensinhomogene diff-likninger

Vi har sd langt sett bare pd homogene andreordens diff-likninger, altsa likninger der hayre-
sidener 0. Vi skal nagavidere og forsake al@se diff-likninger der hayresiden kan veae for

eksempel x> dler sinx. Slike likninger kaller vi inhomogene diff-likninger.

En inhomogen diff-likning ser altsa dik ut: ad—y + bd—y +cy

r(x),derr(x)z0
dXZ dx

Lasningen til en inhomogen diff-likning bestar av to deler, y = y,, + Yp-

2
Yy}, kalles den homogene Iasningen, og er Igsningen til diff-likningen ad—g + bﬂ

g dX+cy:O.
X

Yp kalles den partikulaare | @sningen, denne kan vi gjette oss til ut fra hgyresiden r(x) .

Det hagres kanskje litt tilfeldig ut at vi kan gjette oss fram til det riktige svaret, men her er det
ikke snakk om vill gjetning, det dreier seg om intelligent gjetning! Vi kan formalisere dette
ved hjelp av en liten tabell:

Hoyre side: Gjetning:

1. r(x)=Kx" yp=CxX™+DX™ 4 +Vx+W
2. r(x)=Ke** yp=Ce™

3. r(x)=Kcospx yp=Ccosf3x+DsinBx

4. r(x)=Ksinpx yp=CcosPx+Dsinpx

Tabell 9-2: Lgsning av andreordens inhomogene diff-likninger
Vi skal ikke tafor oss oppgaver der hgyresiden ser annerledes ut enn i tabellen over, dog kan

kombinasjoner av disse (for eksempel X — 3sinx) forekomme.

De ukjente konstantene C,D osv som framkommer i y,, kan alle bestemmes. Til dette bruker

vi felgende regel: Den partikulagre l@sningen y,, skal oppfylle diff-likningen alene! Vi kan
. cdy, dy,o . .
altsa sette Yo (og selvfalgelig I 0g — ) inn i diff-likningen og pa den maten beregne
dx
C, D osv som gjer at likningen blir oppfylt.
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Eksempel 9.4:

Lgs den andreordens inhomogene diff-likningen

Lgsning:

2
d%+3dl+2y = 4%+ 45 y(0) =9 y'(0) =7
dx dx

Vi ma ferst finne den homogene lgsningen Y}, og starter derfor med den karakteristiske liknin-

gen A2430 42 = 0 A = _312“9_8 - _3;1 - _10-2

—X —2X
Den homogene lgsningen blirda y,, = Ae ~ + Be

S4& var det Yp:

3 3 2
logmedat I(X) = 4X™ + 45 skal vi i falge tabellen fa Yp = CX"+Dx"+Ex+F

Vi kan videre bestemme konstantene C, D, E 0g F fordi vi vet at Yp skal oppfylle diff-liknin-

dyp 2 d yp
gen alene. Vi beregner forst ax = 3Cx™ +2DXx+E og — = 6Cx + 2D, og setter
dx

sa inn i diff-likningen:

6Cx + 2D + 3(3Cx° + 2Dx + E) + 2(Cx° + DX* + Ex+ F) = 4x° + 45

2C =4 c=2
9C+2D =0 D=-9
6C+6D+2E =0 = E=21
2D+3E+2F = 45 F=0

Vi far da falgende likningssett:

3 2
Viféraltsd at Y, = 2X =9 + 21x

—; —2 3 2
Den totale lgsningenerda y = y, +y, = Ae X+ Be 7 +2x° —9x” + 21X

N& kan startbetingelsene brukes til & bestemme A og B.

Deriverer forst Y : 3—))/( = —Ae ¥ —2Be P+ 6x°—18x + 21

y(0) = :| |: A+B =9 J |:A+B:9J |:A:4:|
= = =
-A-2B+21 =7 A+2B = 14 B=5

Svaretbliraltsd y =y, + Yp = 467" + 56_2)( + 2x3 — 9x2 + 21x
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Vi har ndsett at |@sningentil en andreordensinhomogen diff-likning ad—y + bgy +cy = r(x)
dx?

er sammensatt av to deler, y = YhtYp-

Her er y,, l@sningen til den homogene diff-likningen aj—y + bgy +cy = 0, mensy, rett og
X

dlett er lgsningen til den inhomogene diff-likningen ad_y + bg_y +cy = r(x).

dx?
Det er kanskje ikke sd vanskelig dinnse at y;, + Yo vil oppfylle den inhomogene diff-liknin-
gen, for dersom vi setter inn y;, + Yp i stedet for y, vil hagyresidenbli 0+ r(x) = r(x).

Det sparsméalet som melder seg er derimot: Hvorfor skal vi drasse med oss y,, i svaret dersom
Yp oppfyller diff-likningen helt alene?

Svaret pa dette spersmalet er at yp, bareer enlgsning padiff-likningen. Dette er sveat selden
godt nok for oss, vi gnsker alle mulige lgsninger!

Vi kan setilbake pa eksempel 9.4, der vi fant at y, = 2x°—9x” + 21x var enlgsning til den

inhomogene diff-likningen — d y + 33y +2y = 4x3 + 45,

dx?
Det er selvfalgelig vel og bra det, men Yp €r likevel ikke den lasningen vi sgker, fordi det i
tillegg kreves at y(0) = 9 og y'(0) = 7. For atilfredsstille disse to startbetingel sene ma vi

hente inn den homogene Igsningen y,, = Ae ™+ Be 2*. Her har vi to konstanter A og B som
vi kan gjare hvavi vil med for atilpasse oss de kravene som er gitt i startbetingel sene.

Da skjanner vi kanskje hvorfor bade Yp 09 Yy, € ngdvendig for a kunne gi en fullstendig | gs-
ning pa en andreordens inhomogen diff-likning?

Vi trenger na bare & kjenne én spesialregd til for & beherske andreordens diff-likninger med
konstante koeffisienter: Dersom et ledd i Yp -gjetningen er likt et av leddenei y,,, madette Yp-

leddet multipliseresmed x. Hvisdet dablir likt det andreleddet i y,,, m&det multipliseres med

X en gang til.
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Eksempel 9.5:

d d —
Lgs den andreordens inhomogene diff-likningen —g + 2d—¥( +y = 2e X _ 25c082x
dx

2
Lesning: Vilgser ferst den karakteristiske likningen: A"+ 2A+1 = 0= A; = A, = -1

Dette er tilfelle 2 (to like, reelle lgsninger) slik at Y, = (AX + B) e,

_X .
Den partikulzere lgsningen skulle normalt sett veere Ce =~ + D c0s2X + ESIN2X, men
—X
siden det fgrste leddet her finnes i Y, , mé& vi multiplisere dette med X (far da Cxe ™), og

siden ogsé dette leddet er representert i Y}, mé vi multiplisere med X en gang til! Den par-

2 —X .
tiuleere lzsningen blir da til syvende og sist: Y, = Cx"e "+ Dcos2x + Esin2x.
Vi m& n& forsgke & finne konstantene C, D og E, og starter med & derivere yp to ganger:

d _ _
%(p = 2Cxe *—Cx?e X~ 2Dsin2x + 2Ecos2X

q 2

Y
2

dx

Setter inn i diff-likningen og far:

2Ce *—4Cxe ¥ + Cx?e ¥ — 4D cos2x — AEsin2x + 4Cxe * — 2Cx°e X

= 2Ce X —2Cxe = 2Cxe *+ Cx’e X — 4D cos2X — 4AEsin2x

_ADSIN2x + 4Ecos2X + Cx2e X + Dcos2x + Esin2x = 2e - 25c0s2X

Sammentrekning gir:

2Ce *—3Dcos2x —3ESin2x —4Dsin2x + 4Ecos2x = 2 — 25C0S2X

2C =2 c=1
Likningene blirdaslik: | —3D +4E = -25|= | D = 3
—-3E-4D =0 E=-4

_ 2 _ .
Svaretbiiraltsi: Y = y, +Y, = (Ax+B)e +x°€" +3cos2x—4sin2x =

(x? + Ax + B)e ™ + 30052x — 45N 2x



Oppgaver

31. Lesdifferensiallikningene:

2
dy ,dy _

a) —Z+2-2y=0
dX2 dx
2

b) dy+2dy+2 = 5cosx
o oY

2
dy , gdy _
C) y+6O|—X+9y——9x
d2 d
d) 9Y +7% 43y = 567

dX2 dx

y(0) =1

y(0)

y(0) =

y(0)

y'(0) =0

1

4

y'(0)

y'(0) =

y'(0)
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Ekstraoppgaver

E36. Las felgende andreordens differensiallikninger:

2
dy ,dy

8 54Ty =0 y0O=2 vy

dx

2
d d :
b)é+2d—¥(+y:x—23mx y(0) =1

2
d d
vt AL R

(0) =7

y'(0) =2

y'(0) = 4
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Fasit til oppgavene

Kapittel 1

1. —2+j3

28 10 b) 1+j2

3a  z=-0,721-1,575 by z=3+j3./3
_ _ 211

4.3) z = /3402, 111 by z= A0

31 Tt

5.a) 2[25—4 b) 20—

6. 10+0, 723

Kapittel 2

7. a) x=20x=30x=-5 b) x=-10x=20x=7

1 5
3 3 2 2x-1
8 a) 1t eE b) 2 24
4 3 1 2, 6

f— —_ _ 4 —

© X—3 (x + 1)2 X+1 9 X=2 X X+2



Kapittel 3

10.

11.

12.

13.

a fix) =x-2

o (22

_ _1
a) x-ODx-EInS
by x=e+l
¢ x=00x=1In5
X = ng =m Ux = %E

b) f(x) = arccose®

D.=[13  V.=[-17
_ 42
by x-= 9
- _[om
D= (0 V.= [o,2>
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Kapittel 4

14. d) ax - Z—ﬁ Stigningstall i P
e y= %X—G
15. @ % = 10x" - 3x% + 8x
g O _ t-snat
dt  Peodt
o %‘ = (6t+9)(t2+3t+4)

9 = (2x-x)e”

d
|) E:_ 1
dx 4%
2 _,_, 68
16. @) z by t=2 ot
Kapittel 4
11 1
79 (3 v (13
2
18. —
Je
LY
19.  3(60%)

20, a 2 b) —%

= Koordinatenettil Q: (% —g)

) dg _ 8x° —28x° — 10x
dx (2x—5)?

d) dg _ 2+Int

dt 2./t
f) a0 _ 32 5027 —8)
dx 4

dr 1-sinx

dx cosk
:7:—;'0) t = J21=4,58
4—e 1
) 2 e
2 2a
= 2
3 d) e
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Kapittel 5

21.  a)
0)
22. @)
c)
23. @)
c)
e)
9)
Kapittel 6
24. @)
25,
26. b)
27.  a)

13 1
=+ =+
3X X =

1
—= +
2cost C

400000
(t+25)°

a(t) =

6, 25sek

2Inju=3|+Inju-1/+C

1
-+
Int =

. [ 2
varcsnv+.il1—-v +C

e-2
Azl
J7
P — Vmaxl max COS¢
2
dv = L£6(6—5x)2dx

b)

d)

b)

d)

b)

d)

f)

2./x+C

s(t) = 320t —8000 +

414, 72km/ h

1
2

~tsin2t + icosZt +C

200000
t+

25

%In(x2—4x +5) +4arctan(x—-2) +C

2Inju—1
u+2

_ 13n
375

3

____+C

u-1
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Kapittel 7

28. @ y= tan(lnlxl +E) b) y = arcsin(Ce)

29, @ y=362+e” b) y = 2X/X—6x
9 _x+C
Y = osx
2
30. b)) x(t) = 45(1—e 15} x(10) = 33, 1kg
A x(t) = 3t—=it?
5
Kapittel 8
_2x .1 2 _ . —X
3l. a) y = ée +§e b)y = cosx + 2sinx(1—e ")

—=x
0 y-= (5x+%)e_3x—x+§ dy = 4e 2 —xe ¥
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